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§ 1. Die physikalischen Grundlagen der Kommutations- 

theorie. 

Den folgenden Betrachtungen soll eine gewöhnliche 
zweipolige Gleichstrom- Dynamomaschine zugrunde gelegt 
werden, wie sie in Fig. I der angehängten Figurentafel kurz 
schematisiert ist. Es sind N und S die beiden Feldmagnete, 
A der Anker (Trommel- oder Ringanker), der sich in der 
Pfeilrichtung drehen möge. B x und B 2 sind die Bürsten, 
die der Einfachheit halber direkt auf dem Anker schleifend 
gedacht sind. Sie dürfen, wie später noch gezeigt wird, in 
der Praxis nicht in der ursprünglichen neutralen Zone (u. n. 
Z.), d. h. auf der Senkrechten zu NS stehen, sondern müssen 
um einen Winkel qp, den sogenannten Bürstenverschiebungs- 
winkel, in Richtung der Rotation verschoben werden. Unter 
jeder Bürste findet bei der Drehung des Ankers in den Spulen 
die Kommutation statt; denn in jeder Hälfte der Armatur 
fließt der entgegengesetzte Strom von der Intensität + J 
bezw. — J. Da die Bürsten jedoch, um eine beständige 
Unterbrechung des Stromes zu verhüten, so breit sind, daß 
sie mehrere Spulen gleichzeitig bedecken, so kommt unter 
der Bürste immer ein Kurzschluß von Spulen zustande. 
Fig. II der Figurentafel möge diese Vorgänge veranschaulichen. 
Die Bürste B schleift hier auf dem Kollektor K, wie es ja 
tatsächlich der Fall ist. üTist in einzelne Lamellen geteilt, 
die immer mit den Enden der betreffenden Spulen der Armatur 
A verbunden sind. Der Anker ist als ein glatter Ringanker 
mit fortlaufender Bewicklung gedacht und möge sich in der 
Pfeilrichtung drehen. Nehmen wir an, die Bürstenbreite b 
sei gleich der Breite einer Kollektorlamelle ß, so wird durch 
die Bürste eine Spule kurzgeschlossen. Es sei dann; 
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J die Stärke des in jeder Armaturhälfte fließenden Stroms, 

i die Stärke des Stroms in der kurzgeschlossenen Spule 
zur Zeit t, wenn t eine beliebige Zeit bedeutet, vom 
Beginn des Kurzschlusses an gerechnet, 

it und 4 die Stromstärken in den Verbindungen zu den 
Lamellen 1 und 2, 

iü 5 der Widerstand der kurzgeschlossenen Spule, 

fi v der Widerstand von je einer Verbindung zwischen 
Armatur und Kollektor, 

B 1 der Übergangswiderstand vom Kollektor zur Bürste, 

k die Zahl der Kollektorlamellen, 

T die Zeit, während welcher der Kurzschluß anhält, 
vom Beginn des Kurzschlusses an gerechnet. 

Fig. II veranschaulicht das Stadium des Kurzschlusses 
zur Zeit t. Ist t = 0, so berührt die Bürste nur die Lamelle 1 , 
die gesamte Stromstärke geht dann auf diese Lamelle, d. h. 
es ist i x = 2 «/", i = J, i 2 = 0. Für t = T tritt ähnliches für 
die Lamelle 2 ein. Wächst t von t = an, so wird i x ab- 
nehmen, i 2 zunehmen und in der Spule ein Strom von der 
variablen Intensität i fließen. Hierbei ist : i Y = J -f *, 
i 2 = J—i. Falls keine weiteren Kräfte auf die kurzge- 
schlossene Spule wirken, müssen i x und i 2 umgekehrt pro- 
portional den betreffenden Widerständen von den Lamellen 
zur Bürste sein. Tatsächlich ruft aber die Stromänderung 
beim Berühren der Lamelle 2 eine elektromotorische Kraft 
(EMK) der Selbstinduktion hervor, welche der Strom- 
änderung entgegen, also verzögernd wirkt. Es wird daher 
vor dem Ende der Kurzschlußperiode der Strom noch nicht 
bis auf — J kommutiert sein, die Spule ist noch nicht ge- 
nügend vorbereitet für den Eintritt in den Ankerstromkreis, 
und beim Öffnen des Kurzschlusses wird an der Unter- 
brechungsstelle infolge der daselbst noch vorhandenen 
Potentialdifferenz ein Funke auftreten. Um dieses sogenannte 
Feuern der Maschine zu vermeiden, muß sich die Spule in 
einem solchen magnetischen Feld bewegen, daß die in der 
Spule induzierte EMK die Kommutation unterstützt. Außer- 
dem tritt noch gegenseitige Induktion zwischen der kurz- 
geschlossenen Spule und ihrer Umgebung, sowie zwischen 



den verschiedenen gleichzeitig kurzgeschlossenen Spulen hinzu. 
Wir sehen also, daß die Bürsten nicht in der neutralen Zone 
liegen dürfen, sondern im Sinne der Drehungsrichtung ver- 
schoben werden müssen, damit eine EMK, die sogenannte 
kommutierende EMK, auf die Spule wirken kann. Aus 
welchem weiteren Grunde noch die Bürsten nicht in der 
ursprünglich in der Mitte zwischen den Magneten gelegenen 
neutralen Zone stehen dürfen, sondern vorwärts geschoben 
werden müssen, werden wir später sehen. 



§ 2. Die mathematischen Grundlagen der Kommutatlons- 

theorie. 

Auf die kurzgeschlossene Spule können wir den zweiten 
Kirchhoff 'sehen Satz anwenden, welcher besagt, daß in 
einem geschlossenen Stromkreise die algebraische Summe der 
Produkte aus den Stromstärken und den Leitungswiderständen 
der einzelnen Teile gleich der Summe der in diesem Strom- 
kreise tätigen elektromotorischen Kräfte ist. Die Gleichung 
lautet dann: 

L^+Mf t +E^ + R 8 i + R v i 1 -R v i 2 + A 1 i 1 -A 2 i 2 = 0, 

wenn von der Kapazität der Spule vorläufig abgesehen wird. 

L und M sind hier die Koeffizienten der Selbstinduktion 
und der gegenseitigen Induktion, E 1 die kommutierende EMK, 
und A x , A 2 die Übergangs widerstände von den Kollektor- 
lamellen zur Bürste. Da i 1 = J-{-i\ i 2 = J—i, und, falls 

b = ß, A 1 =-^j— t ', A 2 = - J ^- , so ist: 

(1) (L+M)f t +Ei + Bi+^ t (J+i)-^(J-i)=0, 

wo R = R 8 + 2 R v ist, also den Widerstand der Gesamt- 
drahtleitung darstellt. 

Diese Differentialgleichung liefert i als Funktion der 

Zeit t: 

i = F 8 (t); 

welcher Ausdruck die Kurzschlußstromkurve darstellt. 
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§ 3. Die Kurzschlußstromkurve in der Technik. 

Die Kenntnis des Verlaufs der Kurzschlußstromkurve 
hat für die Technik eine große Bedeutung. Alle Berechnungen 
der Maschine, z. B. die Bestimmung der Stromstärke 2 J 
oder der Gesamt- EMK aus dem Drehungsmoment, sind nur 
möglich, wenn die Vorgänge bei der Kommutation genau 
bekannt sind. Ebenso ist die Vermeidung aller schädlichen 
Einflüsse, wie z. B. der Funken, sowie die Erklärung der 
Funkenbildung nur auf Grund der Kenntnis der Kurzschluß- 
stromkurve i = F 8 (t) möglich. Es handelt sich für die 
Technik besonders darum, eine Theorie der funkenlosen 
Kommutierung zu schaffen, und die Funkengrenze für eine 
betreffende Maschine aufzustellen, d. h. die Bedingungen für 
einen funkenfreien Gang derselben zu entwickeln. 

Was die Ursachen der Funkenbildung angeht, so können 
dieselben elektrischer und mechanischer Art sein. Zur ersten 
Art gehören : 1) die hohe Belastung der Bürsten durch den 
Ankerstrom (2 J) selbst. 2) Die Rückwirkung des Ankers 
auf den Induzenten, wodurch eine Verschiebung des ursprüng- 
lichen Feldes und damit der neutralen Zone bewirkt wird. 
3) Die Kurzschlußströme. Mechanische Ursachen sind vor 
allem die Bürstenreibung und das sogenannte Unrundlaufen 
des Kommutators. Da die mechanischen sowie die meisten 
der elektrischen Ursachen leicht durch praktische Hilfsmittel 
zu vermeiden resp. zu berechnen sind, sollen hier besonders 
die Kurzschlußströme betrachtet werden. Die Ursachen der 
Funkenbildung durch den Kurzschluß sind besonders die 
Erwärmung der Bürsten und eine zu große Potentialdifferenz 
an der Offnungsstelle des Kurzschlusses. Ist also i = F 8 (t) 
bekannt, so müssen wir die Bedingungen aufsuchen, unter 
denen i so verläuft, daß im Übergangswiderstand unter der 
Bürste der Effektverlust, der die Erwärmung verursacht, ein 
Minimum wird, und zum Schluß der Kurzschlußperiode an 
der Offnungsstelle keine Potentialdifferenz vorhanden ist. Die 
Gleichung (1) zeigt uns, daß wir für ein bestimmtes E 1 einen 
bestimmten Verlauf der i- Kurve erhalten, daß wir also auch 
umgekehrt denjenigen Wert von E 1 berechnen können, für 
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den die i- Kurve den günstigsten Verlauf nimmt, d. h. keine 
Funken auftreten. Zu einem bestimmten Wert von E l gehört 
aber eine ganz bestimmte Stelle des Feldes, d. h. die Bürsten 
müssen in eine bestimmte Lage gebracht werden. Es besteht 
also die Aufgabe, für einen vorgeschriebenen Verlauf der 
i- Kurve, nämlich den der Funkenfreiheit, die Stellung der 
Bürsten zu bestimmen. Der Bürstenverschiebungswinkel q> 
wird, wenn die Maschine günstig laufen soll, wie wir noch 
ausführlich besprechen werden, abhängig von den Daten der 
Maschine, wie Klemmenspannung, Stromstärke, Geschwindig- 
keit etc., und ist daher nicht als unabhängige Variable in 
den Berechnungen der Maschine anzusehen, wie dies irrtümlich 
in den meisten Lehrbüchern der Elektrotechnik geschieht. 
Im übrigen bildet die Kommutationstheorie der Gleichstrom- 
maschinen auch die Grundlage für die Erklärung der Er- 
scheinungen bei der Stromwendung in Wechselstrommaschinen, 
und ist daher auch in dieser Hinsicht die genaue Kenntnis 
des Verlaufs der Kurzschlußstromkurve von großer Bedeutung. 
Die technische Seite unsres Problems wird in verschie- 
denen Jahrgängen der „Elektrotechnischen Zeitschrift" behan- 
delt, besonders von den Herren Kapp, Fischer-Hinnen, 
Isler, Rothert und Prenzlin in den Jahren 1898 — 1902, 
die mathematische Seite hauptsächlich im Jahrgang 1899 
von den Herren Prof. Arnold und Dr. Mie. Weitere Dar- 
stellungen der Vorgänge bei der Kommutation, die jedoch 
zum großen Teil nur die Bedeutung der Erscheinungen für 
die Praxis und nicht die mathematische Behandlung der Frage 
erörtern, finden sich in allen größeren elektrotechnischen 
Lehrbüchern, in denen sich aber manche falsche oder unklare 
Auffassung dieser Vorgänge vorfindet. Die Hauptwerke, auf 
die später noch eingegangen wird, sind: E. Arnold, die 
Gleichstrommaschine, Berlin 1902—03, J. Fischer-Hinnen, 
die Wirkungsweise, Berechnung und Konstruktion der elek- 
trischen Gleichstromdynamomaschinen 5. Aufl. Zürich 1903 
und F. Niethammer, Berechnung und Entwurf elektrischer 
Apparate und Maschinen, Bd. I. Die Gleichstrommaschine, 
Stuttgart 1904. Im übrigen müssen wir auf das am Schlüsse 
aufgestellte ausführliche Literaturverzeichnis hinweisen. Die 
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grundlegende und in mathematischer Hinsicht wichtigste 
Arbeit ist jedoch die erwähnte der Herren Arnold und Mie, 
über die im nächsten Paragraphen ein kurzer Bericht ge- 
geben wird. 

■ ■■■ ■ ■ md ■■ ■ ■ i ■ ■ ■■ 

§ 4. Bericht über die Arbeit der Herren Arnold 

und Mie. 

Als Ausgangspunkt dient den Verfassern die Gleichung (1), 
die bei ihnen folgende Form hat : 

(2) Lf t + & + Ri + ^(J+i)-*^(J-i) = 0. 

Die kommutierende EMK : E 1 wird als eine lineare Funktion 
der Zeit t angesehen und gleich E -\- Ht = e gesetzt, so 
daß also e T = E -f- HT ist. Zur Zeit t = ist i = J und 

zur Zeit t = T wird i = — J. Die Verfasser fahren nun 
folgendermaßen fort:' „Es nähert sich also *±* mehr und 

JL v 

-=r ) , wenn t sich T nähert. Für 
dt ' t=zT 

die Zeit kurz vor t = T } etwa zur Zeit T— <5, wenn ö sehr 

klein ist, gilt in erster Annäherung die Gleichung: 

^ L (^)„ T _+ ll ' T {'^)„ T _r J(B+2Bi> - eT - 

Es sind nun 2 Fälle möglich: 

— ) ist endlich ; dann folgt aus der Gleichung durch 
dt / ^ _ jt 

Grenzübergang : 

RJ-\-2R 1 J— e T 



(4) \dt) t=T ~ R ± T-L 

2) \-ji) * st unendlich groß. 

\ dt / £_ jr 

Um zu entscheiden, welcher von diesen beiden Fällen 
eintritt, setzen wir: 

J(R + 2RJ-e T _ 

Z -c ' 

TD W 

— y— = t, J-\-i = i 1 , T~ t = t x , so wird die Gleichung (3) : 
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~dil ~ % TT - - c > 

deren Integral wenn ^51 lautet : 

(5) ^^Atj+C-^', 

A ist eine Konstante. Es ergibt sich also als erste An- 
näherung für i in der Nähe des Momentes t=T: 

(5a) i = -J + C-^f + A (T-t)\ 

Ist t = 1, so ist : 

(5b) i=-J- C(T—t) lg (T-t) + A (T—t). 

Wir werden unten zeigen, daß die Größe A im allgemeinen 
von Null verschieden ist. Daraus folgt, daß, abgesehen von 
einem unwesentlichen, für jedes t eintretenden Spezialfall: 

1) (-57) = °°, wenn % :§ 1 oder R ± ^-^r, 

2) ( — ) = endlich, wenn t > 1 oder B 1 > -=- . 

\ (tt / * rp X 



Im ersten Falle würde, abgesehen von dem unwesentlichen 
Spezialfälle, die Stromdichte unter der Bürste unendlich groß, 

wenn R t ^ ~=r . Die Stromdichte hat nämlich immer den 

i T T di 

Wert -r-^ — it> also im letzten Augenblick den Wert: --=7- 

ß(T—t) ß dt 

di 
Im zweiten Falle kann -=j zur Zeit T aus Gleichung (4) 

CvV 

berechnet werden. 

Die erste unerläßliche Bedingung für funkenfreien Gang 

R T 

ist also, daß die Zeitkonstante \ > 1. Das günstigste 

JU 

— — \ = 0, d. h. wenn 

J(R-\- 2R X ) = ejf. Diese letzte Bedingung geht auch aus 
der Differentialgleichung (2) direkt hervor, wenn wir t=T, 

i = — J und — = _ *~ , = einsetzen". In einer Fußnote 

dt T— t 

sagen die Verfasser noch, daß die beiden Bedingungen sich 
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schon in einer Abhandlung von Herrn P. Girault finden, 
die ihnen aber erst bekannt geworden sei, nachdem sie das 
Resultat selbst gefunden hatten. Die Herren Arnold und 
Mie gehen dann zur Berechnung der Kurzschlußstromkurve 
über und führen Folgendes aus: 

„Wir wählen als Variable die Größe -= = ä?, multipli- 
zieren die Gleichung (2) mit — =- und setzen : — f — = % , 
— - — = %\ so bekommt sie die Form: 

*+,(,' + _! + _!_)+ , T ( _J_ _J_) 

, fi . dx ' \ x 1—x/ \1— x x) 

+ E-±- + H^j- x = Q. 

Das Integral dieser Gleichung läßt sich in eine Potenzreihe 
in x entwickeln. Setzt man nämlich die Entwicklung an: 

(7) i = jf x ( x ) + E-!j-f % (x)+H^-h(x), 



• • • • 



f 1 (x) = a -\-a 1 x + a 2 x* + 
(8) { U (x) — h x + ft 2 x % -| 

h (&) = <h a? + c a <& + • • • • 
und setzt diese Reihen in die Gleichung ein, so ergibt sich, 
da die Faktoren der einzelnen Potenzen von x gleich Null 
werden müssen, nach einer kleinen Umrechnung: 

2t+t' . 1 

«i = i-r^r h = - 



(9) 



<H = 



1 + * * 1 + T 

^(l-Q + g' h _ M* + Q 

2 + T ° 2 ~ 2 + t 



n _ g,(2-Q + o 1 t / . _ M2-Q + M' 
03 _ 3+^ * 8 ~ 3+1 

a _ a^(*t-l-» / )-H»_t / = & t >-l Z TOjA_y 

_A _A _ 1 _ C 2 Q + % ') 

c -o Cl — o c 2 — -g-p^ c 8 — sqrr" 



» n-\-t 
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Mit Hülfe dieser Reihenentwicklung ist i für kleine Werte 
von x leicht zu berechnen". Nachdem die Verfasser noch 
den Spezialfall der gleichmäßigen Kommutierung, für den 

sich i als lineare Funktion von x bezw. t: i = J(l—2 -=) 

ergibt, untersucht haben, fahren sie fort: „In allen andern 
Fällen ist i mit Hilfe der drei Potenzreihen /i (x), f 2 (x), 
f s (x) zu berechnen, welche für x = 1 (d. h. t = T) divergent 
werden. Wir müssen also für die Berechnung von i gegen 
Ende des Kurzschlusses eine andere Reihenentwicklung suchen. 
Es gelingt dies, wenn man die Reihen (8) umwandelt in 
Reihen, welche anstatt nach Potenzen, nach hypergeome- 
trischen Funktionen fortschreiten. Da man die Grenzwerte 
der hypergeometrischen Funktionen für x = 1 kennt, so 
gelangt man dadurch zu einer Reihenentwicklung der drei 
Funktionen f r f 2 f s nach Potenzen von y = 1 — x. Das 
Endresultat der langwierigen Rechnungen ist folgendes: 

i setzt sich aus 2 Summanden zusammen: 

(10) i = * x + £ 2 . 

#! ist eine Potenzreihe, # 2 h^ wenn t keine ganze Zahl ist, 
folgenden Wert: 

* 2 = U[k i (2-W) + k 2 2x']--E-^- K-B^ k\ 
(10a) 

— (der letzte Faktor soll jedenfalls heißen : — — e^ y ) — 

(1-2/)' J 

wo &! und &2 die beiden Zahlen bedeuten: 

oo 

/ n y» i' n t(t+1) (t + n) 

1 C sin TT* ^n! (n-V-\\! 



n=0 



n! (n + 1) / 



oo 



& C1T1 T TT -^^ 



» v~- t' w *(x + 1) (*+»+!) 



* m%n t±n n! (n + 2)! 



n=0 
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Ist dagegen t = v eine ganze Zahl, so ist : 



z, 



2 



= (jfä (2-0 + V 2t'/ -E-^- ki' -H^ V) 



(10b) 



wo: 



.V 



y i~ *_.,.'» 



ig 



(l-tff °i-y 



v — 1 v — 1 

v^ <i' n **r* % n 

v=(-ir2>)*+i .^7, und v=(-ir2>+iw 2 ^. 

Die Differentialgleichung: 

dy ' y 1 — y/ ' M — y y/ 

welche aus Gleichung (6) durch Ersetzung von # durch # 
entsteht, wird, im Falle t keine ganze Zahl ist, schon erfüllt, 
wenn man für i die Potenzreihe s t einsetzt. Es sind also, 
wenn t gebrochen ist, die Koeffizienten von z x sehr leicht 
nach einem Formelsystem, ganz ähnlich dem der Gleichung 
für x, zu berechnen. Ist aber t = v eine ganze Zahl, so ist 
die Berechnung von « x wesentlich schwieriger, man muß 
dann zunächst % = v + £ setzen und % als gebrochene Zahl 
behandeln und den Grenzwert für limes 6 = suchen." Die 
Verfasser ziehen nun aus den letzten Gleichungen folgenden 
wichtigen Schluß: „Offenbar ist z 2 derjenige Summand, der 

bewirkt, daß (-^J unendlich wird, sobald tS[1. Ver- 

-=-.) unter allen Um- 
dt/T 

ständen endlich. Die Bedingung dafür, daß bei Werten 

t :S 1 die Stromdichte unter der Bürste stets endlich bleibt, 

ist daher: 

J(k L (2 - O + k 2 2 <J -E^\- H^-k 2 = 0. 
Da diese Bedingung aber offenbar nur in einem einzigen 
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Punkte des Magnetfeldes genau erfüllt sein kann, so hat sie 
keine praktische Bedeutung." (Für den gradlinigen Verlauf 
ist sie sonderbarer Weise erfüllt.) Im allgemeinen ist also 
der obige Ausdruck von Null verschieden. 

Im weiteren Verlauf der erwähnten Abhandlung werden 
dann an einigen Beispielen die vorhergehenden Betrachtungen 
erläutert. Hervorgehoben sei noch, daß in dem Abschnitt 
über die Energiewandlungen der Kurzschlußperiode der 
Arbeits verlusfc, welcher durch Erwärmung der Bürsten oder 
durch Funkenbildung verloren geht, berechnet ist. Er beträgt : 

Art-, ~ 7) * Ti dt +Ar±t + $)*«* 

wo der erste Term die Arbeit, die durch die Potentialdifferenz 
unter der Bürste geleistet wird, bezeichnet; und der zweite 

die vom Ankerstrom J geleistete Arbeit. Da „ T ^ und -7 

proportional den entsprechenden Dichten unter der Bürste 
sind, so sieht man, daß für konstante Stromdichte der Effekt- 
verlust ein Minimum wird, indem dann der erste Term fortfällt. 
Der konstanten Stromdichte entspricht, wie die Verfasser 
zeigen, der gradlinige Verlauf der Kurzschlußstromkurve 

li = jyl — — .m. Wir haben also bei diesem Verlauf die 

geringste Wärmeentwicklung am Kollektor und an der Bürste, 

aber der Verlauf ist nicht der günstigste; denn l-rj 

ist von verschieden. Im letzten Abschnitt ihrer Arbeit 
geben die Verfasser einige Folgerungen aus den aufgestellten 
günstigsten Bedingungen für die Praxis, worauf später noch 
eingegangen wird. 



§ 5. Lösung der Differentialgleichung durch unendliche 

Reihen. 

Wenn wir uns jetzt zu einer Kritik der Arbeit der 
Herren Arnold und Mie wenden, so ist es am zweck- 
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mäßigsten mit der Lösung der Hauptdifferentialgleichung (6) 
durch unendliche Reihen zu beginnen, da sich nur nach 
Integration dieser Gleichung ein klarer Überblick über die 
daraus folgenden Untersuchungen erlangen läßt. Was zunächst 
die Form der nach dem Kirchhoff 'sehen Gesetz aufge- 
stellten Gleichung angeht, so ist zu bemerken, daß die gegen- 
seitige Induktion der gleichzeitig kurzgeschlossenen Spulen 
und die Wirkung der Umgebung der Spule auf diese selbst 
nicht berücksichtigt ist, wie die genannten Verfasser auch 
erwähnen. Außerdem kann man aber nicht ohne weiteres 
E x = f(t) als lineare Funktion annehmen. Sodann besitzt 
jeder von einem veränderlichen Strom durchflossene Leiter 
eine gewisse Kapazität. Da nun in der kurzgeschlossenen 
Spule der Strom von der Intensität -f J auf — J während 
der Zeit T kommutiert wird, so ist die Spule als Teil eines 
Wechselstromleiters aufzufassen. Der Selbstinduktionskoeffi- 
zient L ist auch nicht immer konstant, weil die Spulen sich 
den Polschuhen nähern oder sich von denselben entfernen. 
Endlich ist zu bemerken, daß in den beiden Hälften der 
Armatur nicht unbedingt dieselbe Stromstärke J vorhanden 
ist. Wie weit diese Vernachlässigungen in Rechnung zu 
ziehen sind, werden wir später erörtern. 
Die Differentialgleichung (6) lautete: 

(S) !»(?_*}( _i 1) 

w dx ' \ ' x 1 — x/ ' \l — x x) 

und es wurde gesetzt: 

(7) i = Jfi (oo) + E^U (oo) + H^-h (oo), 

wo die f (x) unendliche Reihen nach steigenden Potenzen 
von x waren, deren Koeffizienten durch Einsetzen bestimmt 
wurden. Es ist nun zunächst zu bemerken, daß die Gleichung 
(7) nicht das allgemeine Integral von (6) darstellt, sondern 
nur ein partikuläres. Die allgemeine Lösung von (6) wäre : 

i = Jf x (x) + E- T U (oo) + H^fs (oo) + C 1 Y l5 
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wo C 1 eine willkürliche Konstante und Y l die Komplementär- 
funktion, das heißt das Integral der homogenen Gleichung, 

bedeutet. Es ist Y± = e iz ) . Die Anfangs- 

bedingungen für (6) waren : x = 0, i=J und x = 1, i = — J. 
Die erste dieser Bedingungen ist erfüllt, wenn C 1 = ist, 
wie aus den Koeffizienten der Reihen (7) hervorgeht; die 
zweite dagegen ist für jedes C 1 erfüllt. Aus diesem Grunde 
erhalten wir also das von den Herren Arnold und Mie 
angegebene Integral (7). Was die Konvergenz dieser Reihen 
angeht, so waren die Koeffizienten allgemein: 

a n _ j (n — 1 — %') + a n __ 2 *' 

n n-\-T 

Es ist also: 

<><n a n (n + t + 1) n + v+l 



a n + l a n( n — ^) + a n _ l x a n _ 1 

n — t -f- 



a n 



( a n \ 
daher lim I 1 = 1 . Die Reihen konvergieren für 

alle x < 1. Für x = 1 versagt dieses Kriterium, wir 
wenden deshalb das folgende an: Es ist: 



! — = ; — : und n 

a n n + x + 1 









n-{- % -\- 



l( , +l+ ,_^). 



Also ist: lim w (1 ü±- j I = T + 1, d. h. > 1, 

R T 

da t = — y— größer als ist. 

Die Reihen konvergieren auch für x = 1 , und zwar 
wird, wie verlangt, i = — </, wie sich durch Einsetzen der 
Reihen in die Differentialgleichung zeigt. Es werden 

#1 + a 2 + «3 + in ^f • = — 2, £ + #! + b 2 + • • • 

2 



18 



in inf . = und c + c x + c 2 4" • ■ • * n int = 0. Die Reihen 
sind für alle Werte x < 1 gleichmäßig konvergent und 
stellen daher eine überall stetige Funktion innerhalb dieses 
Bereiches dar. Für x = 1 hört jedoch die Gleichmäßigkeit 
der Konvergenz auf, man muß unendlich viele Glieder der 
Reihen berücksichtigen, aber i wird in der Grenze gleich — J. 
Auf die Eigentümlichkeit dieses Punktes x = 1, i= — J 
werden wir später noch genauer eingehen. 

a n 
Da lim = 1 ist, so werden die Reihen, je 

n = 00 a n + 1 

mehr sich x dem Werte 1 nähert, immer schwächer konver- 
gent, so daß sie zur Berechnung ungeeignet werden. Aus 
diesem Grunde, und nicht weil die Reihen divergent werden, 
wie die Herren Arnold und Mie angeben, suchen wir eine 
andere Reihenentwicklung in der Umgebung von x = 1 auf- 
zustellen. Wir tun dies am besten, indem wir 1 — x = y 
setzen, und dann die folgende aus (6) hervorgehende Diffe- 
rentialgleichung betrachten : 

(6 a) %—i(<+ % - + r L-) + J % ( T l 1) 

dy \ y \ — y) \l — y y/ 

(T T 2 \ T 2 

Wir setzen wieder: 

(7a) i = JF t (y) + (e^+H^)f 2 (y) +H^F Z (y) + C" Y 2 
wo C" die Integrationskonstante und Y 2 die Komplementär- 



1! ' y / y \t 

funktion = e I -r—^ — ) ist. 

\1 — &/ 



Es sei ferner: 

,F 1 (y) = A + A 1 y + A 2 y*+..- 
(8a) F 2 (y) = B + B 1 y + B 2 y*+.. 

\F s (y) = C + C 1 y+C 2 y*+- • 

Werden diese Reihen eingesetzt, so sind die Koeffizienten 
durch folgende Gleichungen bestimmt: 
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__2r-K 1 

-"l — 1 ■ D i — 



(9a) 



1— T * 1— T 

4 1 (l + Q+t / ^(1 + Q + l 

A ~ 2^ ^ 2 ~ 2=^ 

_ 4, (2 + Q -A , t' £ 2 (2 + Q-£ lT ' 

^ 8_ 3~="^ Bs ~ 3~=1 

" n — t '» » — t 

^ = 



& = 



2 — x 

0,(2 + + 1 
3 — T 

Was die Konvergenz der Reihen betrifft, so wird, wie 

man leicht sieht, wieder lim — j = 1 . Die Reihen kon- 

vergieren also für alle y < 1. Für # = 1 wenden wir 
wieder das zweite Kriterium an. Es ist: 

w =coL v A n )\ W=C J_ * ^ m (»+i-t) ;j 

da t > ist. 

Die Reihen divergieren für y = 1. 

Die Anfangsbedingungen waren : y = 1, i = J" und 
y = 0, i = — J. 

Für # = wird 3^ = 0, C" ist also beliebig, aber 
immer ist i = — Ji 

Für y = 1 wird Ej unendlich, und wie wir soeben 
gezeigt haben, ist dann auch die Reihe divergent. Die Be- 
stimmung von C" gelingt auf diese Weise nicht, es erscheint 

2* 
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für diese Entwicklung y=l, d. h. a? = 0, i = «/als singulärer 
Punkt. Hierauf wird später noch eingegangen. Das Integral 
(7 a) stellt offenbar die Lösung (10) der Arbeit der Herren 
Arnold und Mie dar. e ± sind die Potenzreihen (8a) und 
C" ist bestimmt als: 

J\ki (2— O + &2 2t'] —E^ki — H^j-1% bezw. 

J\k{ (2-t') + V 2/] -^ -j- £/-# -^ V , 

je nachdem ob % ganzzahlig ist oder nicht. Wenn wir das 
Gleichungssystem (9 a) betrachten, so sehen wir, daß, falls t 
ganzzahlig ist, die Reihen ungültig werden, da dann ein 
Koeffizient unendlich wird. Wie jn diesem Fall die Reihen 
zu ermitteln sind, soll später gezeigt werden. Die Herren 
Arnold und Mie geben an, daß, falls % eine ganze Zahl 
= v ist, zunächst % = v -(- z zu setzen nnd % als gebrochen 
zu behandeln ist, während zum Schluß der Grenzwert für 
lim e = zu suchen ist. Wie dies gemeint ist, ebenso wie 
die Herren C" mit Hülfe der „langwierigen Rechnungen mit 
den hypergeometrischen Funktionen" bestimmen, wird am 
besten ersichtlich, wenn wir versuchen die Grunddifferential- 
gleichung (6) durch Quadraturen zu lösen. 



§ 6. Lösung der Differentialgleichung durch 

Quadraturen. 

Die Differentialgleichung (6) 

dx \ x \—x) \1 — x x) 

ist als lineare Gleichung 1. Ordnung von der Form: 

deren allgemeines Integral ist : 

y = e ~\ Pdx (!Qe iPdx dx + C*), 
wenn C* die Integrationskonstante bedeutet. 
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Es wird also: 



—ifx ( x \~ % V f Jx ( x V 
oder in anderer Form: 

, _ .-"(JZjf f."' (_£_)'. 

d. h. i — partikul. Integral + C* X Komplementärfunktion. 
Wird das Integral durch Reihenentwicklung nach steigenden 
Potenzen von x bezw. 1— x gelöst, so sieht man, daß, um 
die Bedingung x = 0, i = J zu erfüllen, C* = sein muß. 
Die zweite Bedingung x = 1 , i = —J läßt hingegen C* 
beliebig. Wir können daher setzen: 

(12a) * = * \J=^) Je \J=^)' 



(-J* (r^ — ) -E^-H^-x) dx 

\ ^1—x x / L L / 



oder: 



(12b) y * 

(* (ik ~ 7) -*-r ~ H ^ + *? y ) dy - 

Durch Reihenentwicklung der Gleichung (12 a) nach 
Potenzen von x wird der Faktor vor dem Integralzeichen 

eine Reihe beginnend mit x~~~ x und das Integral eine Reihe 

X 

beginnend mit / x~~ . Für i erhalten wir also eine Potenz- 


reihe i = $ß t (x), und zwar ergibt sich für dieselbe der Wert 

(13a) i = Jf, (x) + E-^U (00) + H^- f B (x) } 

wie er durch direkte Reihenentwicklung sich aus Gleichung (7) 



-*►* 



-üTpn. \,i)L<.g^ xrlr r:ir iie _ ienniinir l-i 1 . mit zrr'tz 
dntier man für » üh -j^irinnir 

"v^e fie in -Leirhnnir ~" 1 rc^'Vn i>r. y-ir ^" jlöt n** 
3Lin>TTiam '7" = ). Z^hq iie -I±* li ■ •imnr c *n. l-i * mit — i 
z^nmren ien * irii.iir^i^iinirmtr^n, i-aiüi-i mri 1? i mn 
li'i . intt in -ä anr e -me Rt-ilieneiirv^slnnir ~ 'H * anr*i 
r »n-nzen ~ »n .r Vzw # p-»i^n kann. t*i muü -7" = ) -s^m. 

* r=r I / >ä r — r • • ) 



* 






I - 



Is^r t -me znnz^ Z.uiL *» T^n-a Vi Aurv-rmnir ie> Inn— 
zmlt-* Li'^nrütunen int mit -jrir erhalten Reihen, iie im-ri 
'#- mit Reihen üe aacii -r jc 7 for^-iir-Lren. I ie> zinr 
mtn iie Z^iärrmr für ta» Antraten v .n mea«il:«-ii zr*»ir**i 
3L»einzienten in ier Zar^x-slnnir ^ i Vzr I.Ti . ^T : r 
TTf^rien Jtux iier?**n Ftll stirer n»»r:i -mniai iariiüi «mmen. 

T »riünira: tühi "wtt il^» zn Einern ~A "läersann.'b. mir ien 
Rt^iitareri ier Herren Arn »II intt 31 i^ j^LaniT". tu tie«^e 
C" ilir Ton ^rLil T^r^iue'ien Vr^-anen. m<i taJer ; :ii^ 
^ffimme s* — zu -erhalten- Zie T-rfas^r -yatc^a. -4e kommen 
zu iit^^m Rr>nitar. T-nn -rie lie Tr^prinidi^ti^q a»-:h^!i -* 
unwandeln in Reihen, iie insTutt muri pii>az^ii na*: ; i *i T "3^r~ 
jp*>mt*ris*:hrTi F*inkrii»nen for*^* ; ir^iT>a. mä iann r = L 
t^tzetl Wie iiert z^mtmr iirr. zlaiibe Lra im )^>n-[i m^ teni 
Aü^-Mnirr Ibrr iie SL.immnrari«.»n in Fr»«!. Ära »I i> W*rk.' 
«Zie ■ rleio^inT'TTiTTia^nine'* s.ulitü^n zn k-nn^u. Wilir^ati 
iner in iem -ri^viiinTen Ar&arz in itr JEür-kT^rfc^mi^aea 
Zeit&enrit - ia» Inregrai ier IiS-rvnnalip-Leiruijr iivr ; itiiiDr 
niciir in Zirm -ine^ Inn^zrtLa- iarj?->reilt , *-ir , .L <<> w:r*L 
iorr iie Li^Ttaz ier 'rleir-'inn^ in -uier iea • -Irii ♦nuiir^n 
11 ind 1H iiiniiciicn TT-i^ ■iar^'s^ellt. N\io ; ideui ..üe 
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Grundgleichung in etwas veränderter Form aufgestellt ist, 
gibt der Verfasser in unsrer Bezeichnungsweise folgende 
Lösung : 

— ifx 



i = e 



fen/^fe)' 



die mit der unsrigen in Gleichung (11) vollkommen überein- 
stimmt. Um nun C* zu bestimmen, benutzt der Verfasser 
die Grenzbedingung x = 0, i = J, und schafft zu dem Zweck 
den Faktor vor dem Integral auf der rechten Seite jetzt auf 
die linke Seite. So erhält man: 



T?X 

t-e 



fe)' - /••* (i^y- 



(— J* (^ — ) -^-^ -H^- x) dx + C*. 

\ x ±—x x' L L / ' 

x = 0, i = J gesetzt, gibt : 

J. l . = + C*, also C* = 0. 

Das Unzulässige dieser Bestimmung ist ersichtlich. 

Vor allem könnte ja bei dieser Rechnung i für x = ganz 

beliebig sein, es wäre doch immer C* = 0. Der Grund, 

warum in Wirklichkeit, wie wir gezeigt haben, die Konstante 

gleich Null ist, liegt darin, daß der Faktor e U I , 

multipliziert mit dem Integral, sich für x = dem Werte J 
nähert , obgleich er für sich betrachtet = oo ist und das 
Integral = 0. Einen ähnlichen Fehler scheinen die Herren 
Arnold und Mie auch bei der Berechnung von C" für 
x = 1 gemacht zu haben. In dem erwähnten Werk „Die 
Gleichstrommaschine" setzt Prof. Arnold zur Bestimmung 
der Konstanten folgende Gleichung an: 

(t=T) L \l—x/ At = TLJ \l—x/ 

(-'*(t^-^-4-*z*W c *] : 

Nachdem dann gezeigt ist, daß die Bestimmung von C* 
durch die einfache Auswertung des Integrals nicht gelingt, 
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sagt der Verfasser, daß „die Integrationskonstante C* sich 
durch Reihenentwicklung nach hypergeometrischen Funktionen 
fortschreitend" finden läßt, und er verweist dann auf die 
bekannte Arbeit in der „Elektrotechnichen Zeitschrift". Hier 
wird nun gesetzt: i = z x -f- £ 2 , wo a x eine Potenzreihe, 

z^ = C* • Y und Y = e~ x l ) ist, also: 



wenn 21 die Funktion unter dem Integralzeichen bezeichnet. 

Wird nun durch Y dividiert, so ergibt sich : 

x 

(15) f%dx = ^+C*, 

WO o 



X 

(21) = -E^fe* x x t {l-x)~ t dx 



X 

(55) -JT^yV^V + ^l-aO - '^ 




0? 



(©) +<7T/V a V -1 (l-ic) _r_1 



rfa? 



(2)) -2Jxfe lfx x ,: (l-x)~ t ~ 1 dx 



wo wir die Teilintegrale kurz mit den nebenstehenden Buch- 
staben bezeichnen wollen. 

Diese Integrale sind nun in Reihen nach hypergeo- 
metrischen Funktionen fortschreitend zu entwickeln. Gauss 
zeigt nämlich schon in seinen „Untersuchungen über die 
hypergeometrische Reihe", daß 

Jx . ^i^^j ^,_^_ _ + l 2 ^ + i) + ■ ■ ■ 
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wo X und f*>0 und F die hypergeometrische Reihe be- 
zeichnet. Auf das Integral (21) angewandt, erhalten wir 

daher, wenn noch e x in eine Reihe entwickelt wird: 

x 

o ' 

Ähnliches erhält man für die Integrale (SB), (©) und (®). 
Dies würden also die nach hypergeometrischen Funktionen 
fortschreitenden Reihen sein. Setzen wir jetzt x = 1, so 

ist von den Verfassern anscheinend in (15): ^=0 gesetzt, 

denn sie erhalten für C*, wie wir noch zeigen werden, den 

X 

Wert : I / 21 d x I C* ist also dann gleich der Summe 



der nach hypergeometrischen Funktionen fortschreitenden 
Teilintegrale, genommen für x = l. Offenbar ist für z u 
das ja ein beliebiges partikuläres Integral der Differential- 
gleichung ist, der Wert: 

i 
gewählt. Wird dies in (15) eingesetzt, so erhält man für 

C* allerdings den angegebenen Wert. Natürlich ist dieser 

X 

Wert für * x unzulässig, da das j%dx keinen Sinn hat; 

i 

es ist divergent. -^. ist eben für x = 1 nicht gleich Null, 

sondern * x nähert sich dem Wert — J und Y ist = 0. 

-^ also = oo. Die Folge davon ist, daß wir durch diese 

Rechnung auch für C* einen Wert erhalten müssen, der 
keinen bestimmten Sinn hat. Es war C* = der Summe der 
Teilintegrale gesetzt, von denen der Wert (21) in (16) an- 
gegeben ist. 



^ OF THE 

UN!V rnc .TY 

o 
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Wird hier x = 1 gesetzt, so gilt allgemein : 

(") ' <»• A r, i) - y^Ffrlg 

Das Integral (91) wird also: 

__ i r(T+2).r(i—T) / r(T+3) rq— t) , 

+ _ i o rr/o\ ti/i-\ T 



• • • 



t+1 r(2)-r(i) t+2 r(3)r(i) 

_ r(T+l)-i 7 (l— r) f t'(t+1) *" (t+2)(H-1) , ] 

1 L ~ l ~ 1!2! T 2! 3! "" J 

Da r(%) • r(l— t) = - ist, so wird das Integral: 

* f /(T+1)T *"(t+2)(t+1)t ] 

sinr^L -*" 1! 2! "^ 2! 3! "^ J 



w = oo _ w 



rc v~^ t' t(t4-1)- • • • (*+») 

sin vn^-*^ n! (n-\-l)\ 

Dieser Wert ist aber gleich dem von den Herren 
Arnold und Mie mit Ä^ bezeichneten, abgesehen von dem 

Faktor e~ der dort noch hinzutritt, da die dortige Kom- 

-t-^- — ) -e sich von derjenigen der 
1— y / 

jf 

Gleichung (15) um den Faktor e unterscheidet. Zu be- 
merken ist nun aber, daß die Formel (17) nur gilt, wenn 
die hypergeometrische Reihe konvergent ist, d. h. wenn 
y^>a-\-ß ist. In unserm Fall müßte also sein: 0<t<1. 
In allen andern Fällen sind die i^-Funktionen divergent, 
und wie Gauss schon in der erwähnten Abhandlung sagt, 
hat es keinen Sinn mit Reihen zu rechnen, bei denen y < a + ß 
ist. In ähnlicher Weise lassen sich auch leicht die Werte 
für die Integrale (93), ((£) und (2)) herleiten, mit dem Resultat, 
daß ((£) und (3)) für jedes % divergent sind. Es lassen sich 
daher die hypergeometrischen Funktionen nicht durch die 
V- bezw. sin-Funktionen ausdrücken. 

Am schnellsten gelangt man zu dem Resultat der Herren 
Arnold und Mie, wenn man direkt in Gleichung (15) oo=l 
setzt; man erhält dann, unter der erwähnten falschen An- 
nahme für z u für C* den Wert 



(18) C* =f\ 



^dx. 
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Es läßt sich wieder sofort einsehen, daß das Integral, 
welches in die bekannten Teilintegrale zu zerlegen ist, 
divergiert. Ohne Rücksicht hierauf entwickelt man in den 

Teilintegralen e x in eine Reihe und drückt die so erhaltenen 
Integrale durch B- und ^-Funktionen aus. Diesen Funktionen 
kommt ja auch für negative Argumente ein bestimmter Wert 
zu, nur gehören die auftretenden Euler'schen Integrale 
nicht zu ihnen; denn diese sind für negative Argumente 
sinnlos. Den B- und P-Funktionen entsprechen in diesem 
Falle gewisse in der komplexen Ebene um die singulären 
Punkte gelegte Doppelumlaufintegrale. Doch ist hier an 
einen Ersatz des Integrals (18) durch solche Integrale nicht 
zu denken, da hier ein bestimmter Integrationsweg vor- 
geschrieben ist. Ohne Berücksichtigung der hypergeometri- 
schen Funktionen erhalten wir also direkt: 

1) Das Integral (31). 
i 

J e x x T {l-x)~ l ' dx = B{x+\,-±-x+\)+%' ' B(x+2,—z+l) 



_^ +w+1 ,i 1+ «vH) + ^(!±^±ü + ..:] 

Da B (p,q) = Jr; , \ ist, so wird das Integral : 

r(p-\-q) 

l\%+Y)l\-%+l) \ %' (t+1) . t' 2 (t+2)(t+1) , 1 
I T (2) L "^1! 2! + 2! 3! ^ J 

%J\%) J\-%+\) \ %' (t+1) t /2 (t+2)(t+1) , "I 

JT(2) L^l! 2! " 1 "2! 3! "^ J 

n f % %'%{%+!) t '2 t(t+1)(t+2) -I 

sinT^Ll! "*" 1! 2! "T 2! 3! "^ J 

= — ^ — r — — ! — 7 — , im — ! — - = ki (abgesehen 

n=0 v ' ' 



— z 



von dem Faktor e , wie erwähnt). 
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2) Das Integral (53). 
i 



yeV +1 (1— x) t dx=B(t+2, -T+l) + t'5(t+3,— t+1) 



t' 2 



+ ^-^(»+4, -T+l) + 



TT f T(T+l) , J (T+2)(T+1)T 1 

inT7r L 2! "^ 1! 3! "^ J 



sin 



w=0 v ' ' _ %r . 

von e J. 

3) Das Integral (<£). 
i 

fe x x~ X (l-#) _r_1 da; = B (t, - t) + %' B (t + 1, - t) 



t' 2 



+ -L_5(t + 2,-*) + 



-r'»r T -H r^fl I T ^ T+1) I «"(«+!) (*+2) ■ 1 

_,2?(»+l,_,)|_l+_ r _ + _ ^ |-...j 

-~ünT^L T+ 2! 1! +TT 21 | J — Äs 

(abgesehen von e~ x ) . 
4) Das Integral (3)). 



i 



ü 

+ ^1(2? T +3, -*) + ••• 

= ^ +1) -4 1+ ^^ + ^Mil^) + ...] 

= * H | *W-D I *' 2 (H-DH-a) I ... .1. 

sinr^ L "■" 1! 1! ~ r 2! 2! ~ J 
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Dann ist: 

i 



— 2J e * x x (1— x) x dx = 



n 



sin % n 



L 2 + 1! 1! + _ 2! 2! + •••]-** 

(abgesehen von e~ x ) . 

Der Faktor von J\xk%-\- %k± wird, wie sich durch 
Vergleichung zeigen läßt : k^ (2 — %') -f- A^ 2 t' ; also wäre : 

C* = J r [Ä 1 (2-T , ) + Ä 2 2T , ]-^-^-^ 1 -H^-k^ 

welcher Wert auch von den Herren Arnold und Mie ge- 
geben wird (10 a). 

Dies galt, so lange t eine gebrochene Zahl ist. Ist 
t ganzzahlig, so ist sin % n = 0, aber auch der Zähler der 
Komplementärfunktion nimmt bei der Bestimmung von C* 

dann für x = 1 den Wert von an, so daß z 2 den Wert ^ 

erhält. Die Herren Arnold und Mie bestimmen dann C* 
durch Grenzübergang, indem sie Zähler und Nenner nach t 
differenzieren und so die Werte k{ und k£ sowie die nach 

t differenzierte Komplementärfunktion: ( « ) lg ( « ) 

erhalten. Selbstverständlich ist dieser Grenzübergang nicht 
zulässig, da der Wert von C* für gebrochenes % schon nicht 
richtig war. 

Der Fehler in der Bestimmung der Integrationskon- 
stanten durch die Verfasser beruht also hauptsächlich auf 
der Division durch die Komplementärfunktion Y. Die Inte- 
grale werden dann für x = 1 sinnlos, während sie wenn 
mit Y multipliziert und dann x = 1 gesetzt wird, einen 
bestimmten Sinn behalten. Der wahre Wert von C* ist 
also = 0, und zur Berechnung von i können immer am besten 
die Reihenentwicklungen dienen. 
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§ 7. Diskussion der Differentialgleichung nach der 
Theorie von Briot und Bouquet. 

Die allgemeine Differentialgleichung erster Ordnung sei 
gegeben in der Form: 

(19) ^ = f(u,z). 

Es gilt dann das Cauchy'sche Existenztheorem, welches 
aussagt, daß für ein beliebig gewähltes, im Endlichen ge- 
legenes System von Anfangswerten u , z , in dessen Um- 
gebung der Differentialquotient von u nach z holomorph ist, 
es stets eine und nur eine in der Umgebung von z = z 
holomorphe Integralfunktion u gibt, die für z = z den 
Wert u annimmt. Dies gilt für alle regulären Punkte der 
Differentialgleichung. Die Herren Briot und Bouquet 
untersuchen nun (Journal de l'Ecole Polytechnique cah. 36) 
im Anschluß an die Cauchy'schen Betrachtungen ver- 
schiedene Fälle, bei denen sich f(u,a) nicht mehr regulär 

verhält, besonders wo f(u ,z ) = oo, oder f (u , z ) = ^, 

oder f (u , z ) aufhört eindeutig zu sein. In diesen Fällen 
heißen die Punkte w , z singulare Punkte. Hat f (w, ss) für 

u = w , z = z die Form ^ , so läßt sich die Gleichung im 

allgemeinen auf die einfachere Form bringen: 

(20) x^=ay + bx 

+ Gliedern höherer Dimension in x und #, 

mit der Bedingung : f ür x = soll y = sein. Bei den 
Gleichungen dieser Form ist x = 0, y = eine Stelle der 
Bestimmtheit, während bei der allgemeinen Gleichung: 

k dy . r i 

x dx = ay+ ^ 

auch a? = 0, # = als Stelle der Unbestimmtheit auftreten 
kann. Diese Fälle hat besonders Herr Hörn (Crelles Journal, 
Bde. 118, 119, 120) weiter behandelt, während die einfachere 
Briot und Bouquet'sche Type von den Herren Poincare 



4 
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(Journal de TÄcole Polytechnique , cah. 45) und Picard 
(Comptes Rendus Bd. 87 und Trait6 d'Analyse Bd. III) 
untersucht worden ist. 

Wenn wir die allgemeine Gleichung, bei der die Form 
— auftreten kann, ins Auge fassen, so ist dieselbe von der 

Form: 

dx dy v . r . 

jf == -y» wo X=ax + by+- • • • , 

und Y=a' x-{-V y-\- • • • •, mit den Bedingungen, für#?=0: 
# = 0, Jf=0, Y=0, während in der Umgebung des Ur- 
sprungs X und Y holomorph sind. 

Durch eine lineare Substitution in x und y läßt sich 
die Gleichung in folgende transformieren: 

CC x± et x% 

K x \ + • • • _ h &2 + ' • •' 
wo die nicht hingeschriebenen Glieder von höherer als der 

ersten Dimension sind. X x und ^ sind bestimmt durch die 

Gleichung : 

/ a', V- XI 

Sind X x und L 2 reell, so unterscheidet man 3 Hauptfälle: 

X 

1) X x und X2 haben dasselbe Zeichen, aber -j- = Ji sei 

X2 
keine ganze Zahl oder der reziproke Wert einer solchen. 

Dann ist das allgemeine Integral nach Potenzen von x 

und ex zu entwickeln, wo c willkürlich ist. Es gibt 
also unendlich viele Integralkurven, die durch den Punkt 0,0 
gehen. Einen solchen Punkt nennt Poincarö: noeud. 

2) X l und X2 haben entgegengesetztes Zeichen. Dann 
gibt es im allgemeinen 2 Integrale, die den Bedingungen 
genügen. Einen solchen Punkt nennt Poincar6: col. 

X 

3) X! = ~y ist eine positive ganze Zahl. In diesem 

Falle gibt es entweder kein eindeutiges Integral und unendlich 
viele mehrdeutige oder unendlich viele eindeutige Integrale. 
Auf diese Spezialfälle werden wir noch zurückkommen. 
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Bei allen 3 Arten sehen wir also, daß die Funktion 
im allgemeinen durch diese singulären Anfangswerte nicht 
völlig bestimmt ist. 

Sind X x und X^ imaginär, so tritt noch eine dritte Art 
von singulären Punkten, die sogenannten foyers hinzu, welcher 
Fall bei unsern Betrachtungen jedoch nicht auftritt. 

Bei unserer Differentialgleichung der Kurzschlußstrom- 
kurve (6) tritt die Form jr für den Differentialquotienten bei 

den Punkten x = und x = 1 auf. 

1) Um den Punkt x = 0, i = J in den Ursprung zu 
verlegen, führen wir die Gleichung (6) durch die Substitution: 
z = i — J in folgende über: 

^(•'+iM)+4'+ä)+*t*+4-° 

oder: 

(21) * 

- $tfx - t'a?+ x)-J{t'x-%'x*+ 2t x)-H^(x 2 -x*)-E%(x-x'*) 

x (1— x) 

dx dz 
Also in der Form -^ = — , woI = x—x 2 und Z= — xz—x • 

T\ 

(Jt f -f- 2 Jt-\- E j\-\- X ist also bestimmt durch die 

Gleichung : 

/ a ', -T-X/ = ' 
wenn a! = — \J% -\-2 Jt -}- E y) gesetzt wird. 

Daher: X x = 1, X% = — t. 

Der Punkt a? = 0, i = J ist also ein col. Es gilt 
jedoch in unserm Fall auch die Briot und Bou quetsche 
einfache Type, und wir werden noch sehen, daß wir in 
diesem Fall nicht zwei, sondern nur ein Integral erhalten. 
Der col verhält sich hier wie ein regulärer Punkt, das Inte- 
gral ist durch die Anfangsbedingung : x = 0, i = J völlig 
bestimmt. 
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2) Um den Punkt x = 1, * = — J in den Anfangspunkt 
zu verlegen, führen wir die Gleichung (6) durch die Sub- 
stitutionen : y — 1 — &, u = e + J in folgende über: 

oder 

rfw 

(22) rf^ ~ 

V^y) 

Hier wird l x = 1, i 2 = t. Der Punkt ist ein noeud, 
ausgenommen wenn % eine ganze Zahl ist. Unendlich viele 
Integrale gentigen der Bedingung x = 1, i = — J. 

Um die Integralkurven genauer zu diskutieren, bringen 
wir die Gleichungen (21) und (22) auf die einfache Briot 
und Bouquet'sche Form. (21) wird dann: 

dz T 

(23) x -7—= — %z — Jx'x — 2Jxx — E—T-x-V- • • • •, 

und (22) wird: 

flu T T 2 \ 

(24) y?±= t u-y{Jv' + 2jT + E-±-+H^ r ) + ... 
Briot und Bouquet zeigen nun, daß bei jeder Gleichung 

(25) t' -^- = <"P + «' + c<p 2 -| , *' = 0, ? = 

die Eigenschaften der Integralgleichungen hauptsächlich vom 
Koeffizienten a abhängen, und zwar: 

1) Ist a positiv, aber nicht ganzzahlig, so läßt sich 

das allgemeine Integral nach Potenzen von t' und ct' a ent- 
wickeln, wo c beliebig ist. Wir erhalten unendlich viele 
Integrale, aber es gibt ein und nur ein holomorphes Integral, 
welches entsteht, wenn im allgemeinen Integral c = ge- 
setzt wird. % Dies trifft beim Punkte x= 1, i = — J zu. 
Sämtliche Integralkurven gehen durch diesen Punkt. Daher 
war C" auch aus dieser Bedingung allein nicht zu be- 
stimmen. 

3 
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2) Ist a negativ, so existiert nur das holomorphe 
Integral. Dies trifft für die Gleichung (23) zu. Also muß 
auch im Falle 1) das holomorphe Integral genommen werden, 
d. h. C" bezw. C* = 0. 

3) Ist a positiv, ganzzahlig, so ist durch die Transfor- 
mation (p = — l — -j- (p' ) t' die Gleichung (25) zurückzu- 
führen auf folgende: 

''-^ = («-i)v' + *'<' + ---- 

Wird diese Substitution mehrmals angewandt, so ist die 
Gleichung auf den Fall a = 1 zurückzuführen. Ist nun : 

a) b = 0, so erhalten wir ein eindeutiges Integral. 
Dies tritt bei unsrer Gleichung (24) ein, wenn % = 1 und 

Jt'+2Jt + E-±-+1I±- = ist. 

ß) b =|= 0, so haben wir kein eindeutiges Integral, 
sondern mehrdeutige, die sich in konvergente Reihen nach 
Potenzen von t' und £'-lg t' entwickeln lassen. 

Ist t = 1, so wird i dargestellt als Potenzreihe von y 

T T 2 \ 

und ( Jr ' -f- 2 Jr + £— -|- H-j- \ y lg y. Daher erhalten 

wir nur, wenn die letztere Klammer verschwindet, ein ein- 
deutiges Integral, indem die mit lg y behafteten Glieder 

-rr) 

dt/ tz=T 

nicht unendlich, da in i der Term y lg y, der die Unstetigkeit 
hervorrufen würde, fortfällt. 

Ist x eine ganze Zahl und größer als 1, so erhalten 

wir Reihen nach Potenzen von y und y x lg #, so daß für 

di 

y = auch -=r nicht unendlich wird, da \y • lg y\ =0 ist. 

at L J#=o 

Das Resultat dieser Diskussion ist also, daß nur das 
holomorphe Integral nach Potenzen von x oder y fortschreitend 
der Differentialgleichung unter den gegebenen Bedingungen 
genügt, ausgenommen wenn x ganzzahlig. In letzterem Falle 
erhalten wir konvergente Reihen nach Potenzen von y be- 
ginnend mit y und y • lg y, die ebenfalls als eindeutig 
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angesehen werden können, da es sich ja nur um reelle Werte 
von y handelt. Im Falle % = 1 kann noch der Fall eintreten, 

daß I-y-) oder (-TT ) unendlich wird. Dies tritt nur 
\dy/ y=0 \dt) t=T 

dann nicht ein, wenn J%' -\-2Jt-\- JE-y- -f- H-j- = ist. 
Für alle übrigen x ist \—tt) stets endlich, da C* = ist. 

v — — J. 



§ 8. Die günstigen Bedingungen. 

Nachdem wir in den vorigen Paragraphen die Differen- 
tialgleichung der Kurzschlußstromkurve diskutiert haben , 
wollen wir jetzt die Folgerungen aus diesen Betrachtungen 
für die günstigen Bedingungen ziehen, d. h. diejenigen Be- 
dingungen aufstellen, unter denen die Maschine funkenfrei 
läuft. Die Herren Arnold und Mie knüpfen, wie in § 4 
dargestellt, diese Untersuchungen an die vereinfachte Differen- 
tialgleichung (3) an, welche lautete: 

L (!), = r-, + * r (£0_ M - J{R + 2 ^"V 

Sie unterscheiden dann die beiden Fälle : ( -^j- ) ist end- 

V dt / t=T 

(di\ 
— - - 1 = oo, und um zu bestimmen, welcher von 
dt / t=T 

diesen Fällen eintritt, setzen sie: 

1 = C und x — - 



L — L 

wodurch sie für * in der Nähe des Momentes t=T folgende 
Gleichungen (5a) und (5b) erhalten: 

i = -JA- C-^—l- A- A (T—ff und für % = 1 : 

% — 1 

i = -J-C^-^-\g{T-t)ArA{T-t). 
A bedeutet die Integrationskonstante. 

3* 
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Der Fall \—tt) = °o kann, von dem Spezialfall 

% = l abgesehen, nur eintreten, wenn A 4= ist. Wir haben 
aber gezeigt, daß die Integrationskonstante gleich Null ist; 

— - j = 00 wird, ist also 

dt / J.— JI 

nicht richtig. Vielmehr gilt stets das auch von den Herren 
Arnold und Mie erwähnte, direkt aus den Differential- 
gleichungen (3) oder (6) ersichtliche Resultat (4): 

(M\ J(R + 2E 1 )-e T 

\dt) t=lT Äj T—L 

Hieraus ersehen wir auch, daß nur falls x = 1, d. h. 

— — l = cx) werden kann. Die in der er- 
dt / t—T 

wähnten Arbeit als unerläßlich für den funkenfreien Gang 
aufgestellte erste Bedingung ; % > 1 ist daher nicht richtig. 
Die Herren Arnold und Mie erwähnen auch, daß in der 
Praxis sehr häufig % < 1 ist und die Maschinen trotzdem 
günstig laufen, ja man kann aus den Daten der erwähnten 
Werke von E. Arnold und J. Fischer-Hinnen ersehen, 
daß eigentlich % ebenso häufig, wenn nicht häufiger unter als 
über 1 liegt. Dieser Widerspruch ist also hiermit beseitigt. 
Als zweite Bedingung, die zugleich die günstigste Bedingung 

—jt) = 0. 

dt / t == j i 

Dies ist offenbar richtig ; denn wir haben gesehen, daß, damit 
keine Funken auftreten, vor allem an der Unterbrechungs- 
stelle des Kurzschlusses keine Potentialdifferenz herrschen 

darf. Letztere ist aber zur Zeit t = T : E 1 T\ —' ) , 

v 1 —t/ t=T 

-^t) . Soll sie Null sein, so muß 
dt/ t — T 

(-T? ) =0 sein. Wir können dies auch so ausdrücken, 
dt/ t=T 

daß dann vor dem Offnen des Kurzschlusses in der Spule 
schon der Strom —J fließt und daher über die ablaufende 
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Lamelle überhaupt kein Strom mehr zur Bürste übertritt. Als 
günstigste Bedingung ergibt sich hieraus nach den Gleichungen 

(3), (4), (5 a) oder (6): 

(26) C = 0, d. h. J{R + 2R 1 ) = e T . 

Ist t = 1, so kann ( -r- ) = oo werden, und zwar 

tritt dies nur dann nicht ein, wie im § 7 gezeigt worden 
ist, wenn die logarithmischen Glieder verschwinden, d. h. 

T T 2 

Jv' -\- 2J% -\- E^j — \-H-fr = 0, oder wenn, wie aus 

Gleichung (4) oder (5b) ersichtlich ist, C=0ist, d. h. 
J(B-\-2E 1 ) = e T . Dies ist aber eine und dieselbe Bedin- 
gung, da t = — y— , t' = — y~ und e T = E + BT- 

Ist also t = 1, so muß stets, um ein Feuern zu ver- 
meiden, die Gleichung (26) erfüllt sein. 

Ist t 4= 1» so tritt theoretisch kein Feuern ein, da 

(di\ 
-^rr ) nicht unendlich werden kann, und daher i beim 
dt/ t= - T 

Öffnen des Kurzschlusses nie zu stark abfällt. Es ist nun 
aber, wie auch Herr Fischer-Hinnen erwähnt, der 
Verlauf der Kurzschlußstromkurve zur Zeit t= T nicht als 
einziges Kriterium für den funkenlosen Gang der Maschine 
anzusehen, was die Herren Arnold und Mie tun. Es 
kommt vielmehr der ganze Verlauf der Stromkurve von t = 
bis t=T in Betracht. Vor allen Dingen darf es nicht 
eintreten, daß der Strom überkommutiert wird, d. h. daß 
bevor t= T ist, i schon kleinere Werte als — J annimmt. 
Ein Verlauf wie die Kurve a in Fig. III darf also nicht vor- 
kommen; denn sonst würde die Stromdichte der ablaufenden 

Lamelle 1, die ja: -^-^ — 77 = ^/J" ^ ist, negativ werden. 

p(l t) p(l t) 

Hierdurch würde die Bürste an einer Stelle zu stark in 
Anspruch genommen werden, was zu einer Funkenbildung 
unter der Bürste führen könnte. Diese Funken werden 
allerdings nicht sichtbar sein, aber die Bürste würde an 
gewissen Stellen stark abgenutzt werden oder stark unter 



Wärmeentwicklung zu leiden haben. Man kann diese Ab- 
nutzung auch an gebrauchten Bürsten vielfach wahrnehmen. 
Es muß also vor allen Dingen der Differentialquotient 

(-» • -v 
-TT-) negativ sein, damit ein günstiger Verlauf erzielt 
dt / t = j' 

werde, etwa wie in der Kurve b der Fig. III. Der zum 
Schluß günstigste Verlauf tritt, wie wir gesehen haben, ein, 

— - ) =0 ist, also etwa wie in Kurve c, während 
at/ t== 2f 

-— i =00 den ungünstigsten Verlauf 
dt J f—T 

darstellt. Um zu entscheiden, wann diese verschiedenen 
Fälle eintreten, betrachten wir die Gleichung (4): 

J{R+2R l )-e T 



fdi\ __ 

\dt ) /_?* 



t=T ^1 T—L 

oder in der Form: 

rp rp-2 



( 



di\ = __ uv * -T'v-^-j; 

dt/ t=T ~ T{%—1) 



Damit dies negativ ist, müssen Zähler und Nenner des Bruches 
gleiches Zeichen haben, d. h. ist 

1) e/X-ß-f 272 1 )>e r , so muß t> 1 sein, 

2) J(R + 2R l Xe T , so muß t< 1 sein. 

Ist x = 1, so muß J(R -\- 2 RJ = e T sein. 

Ob t kleiner oder größer als 1 sein muß, hängt also 
lediglich von der Beschaffenheit des Zählers ab, so daß es 
sehr wohl günstig laufende Maschinen geben kann, bei 
denen % < 1 ist, es muß eben dann J(R -\- 2R i ) < e T gewählt 

werden. Meistens werden nun aber die Bürsten so wenig 
wie möglich aus der neutralen Zone verschoben, d. h. 
e T wird möglichst klein genommen werden, und daher wird 

der Zähler in diesen Fällen positiv. Dann muß aber auch 
t > 1 sein, und für diese Maschinen finden dann die Schlüsse 
der Herren Arnold und M i e Anwendung. Es tritt demnach 
kein Überkommutieren ein, und die Potentialdifferenz an der 
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Öffnungsstelle ist gleich Null, wenn die Bedingung (26) erfüllt 
ist und die Kurve wie die Linie c in Fig. III verläuft. Dies 
ist aber nicht der eigentlich günstigste Verlauf; denn wir 
haben schon gesehen, daß auch gefordert werden muß, daß 
für einen solchen der Effektverlust unter der Bürste ein 
Miniraum werde, und dies trat ein, wenn die Kurve gradlinig, 
d. h. wie die Gerade KK' in Fig. III verlief. Unsre günstigste 
Kurzschlußstromkurve c muß sich also auch möglichst an 
diese grade Linie anschließen, und dies kann wohl am besten 

-rr) denjenigen Wert 
»* ' t=o 

annehmen lassen, den dieser Ausdruck bei der graden Linie 

erhält. Die Gleichung der Geraden KK r war: 

7Y1 2t \ 1 ( di \ 2J 

i=j v--t)> also Kdt)^r ~ ~r • 

Auch (^rr) darf nämlich für unsre Kurzschlußstrom- 



\dtJ t=0 



kurve keinen zu großen Wert annehmen, was ein Funkengeben 
resp. starke Erwärmung beim Schließen der Kurzschlußspule 

verursachen würde. Wir setzen daher den Wert (-sr) , 

wie er sich aus der Grunddifferentialgleichung oder aus den 

2 J 

Reihenentwicklungen ergibt, gleich dem Wert: =— . 

Es ist dann: 

J(E + 2E l ) + E _ 2J_ 
1 i] L + R^T T ' 

Diese Bedingung braucht natürlich nicht für jede Maschine 
erfüllt zu sein, jedoch ist sie für die Konstruktionsregeln der 
Maschinen von Wichtigkeit, da diejenigen Maschinen, die 
beide Bedingungen (26) und (27) befriedigen, imstande sind, 
den Strom einwandsfrei zu kommutieren, während als uner- 

läßliche Bedingung: (—jr) < aufgestellt werden kann. 

Im 3. Abschnitt ihrer Arbeit geben nun die Herren Arnold 
und M i e gewisse Regeln für den Bau der Dynamomaschinen 
auf Grund der von ihnen aufgestellten Bedingungen an. Da 
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überall die Bedingung : % > 1 als unerläßlich hingestellt wird, 
so sind eigentlich diese Untersuchungen illusorisch oder be- 
ziehen sich nur auf diejenigen Maschinentypen, wo eben % > 1 
ist. Auch die Herren Fischer-Hinnen und Niethammer 
geben in ihren Werken ähnliche Regeln und zwar durch 
dieselbe Schlußfolgerung wie die Herren Arnold und Mie. 
So erhält ersterer für die Intensität des Stroms in der Kurz- 
schlußspule die Gleichung: 

(28) J*L = ( 1 ~^ ~ 1 . e -* ax . ^ 

und er sagt dann, daß, wie immer auch die Größen #, a 
und x gewählt werden, F stets einen von Null verschiedenen 
Wert hat. Dadurch wird er dann auf die Bedingung % > 1 
geführt, bemerkt jedoch „die eigentümliche Tatsache, daß 
diese Größe bei durchaus gut funktionierenden Maschinen 
bedeutend kleiner als 1 ist". Da Herr Fischer-Hinnen 
von denselben Differentialgleichungen wie wir ausgeht, so ist 
das Unzulässige seines Schlusses bezüglich der Formel (28) 
klar. Auch die gegebenen Konstruktionsregeln erfahren 
dadurch natürlich eine wesentliche Änderung, doch kann hier 
darauf nicht näher eingegangen werden, zumal die Haupt- 
punkte später noch erledigt werden. 



§ 9. Die gegenseitige Induktion der Spulen. 

Betrachten wir die kurzgeschlossene Spule unter 
Berücksichtigung aller auf sie einwirkenden Kräfte, so ist 
zunächst zu bemerken, daß die Wirkung der gegenseitigen 
Induktion von den Herren Arnold und Mie nicht mit in 
Rechnung gezogen ist. Sie tritt ein zwischen den Spulen, 
welche gleichzeitig kurzgeschlossen sind, sowie zwischen der 
betrachteten kurzgeschlossenen Spule und den sie umgebenden 
Armaturteilen. Nehmen wir eine zweipolige Maschine (mit 
Trommel- oder Ringanker) als gegeben an, so ist außer der 
betrachteten Spule noch eine andre, nämlich die unter der 
andern Bürste, gleichzeitig kurzgeschlossen. Der Koeffizient 
der gegenseitigen Induktion zwischen diesen beiden kurz- 
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geschlossenen Spulen der beiden Pole sei M. In beiden 

Spulen hat bei symmetrischen Maschinen der Kurzschlußstrom 

dieselbe Phase ; die Kraft, die auf die betrachtete Spule aus- 

di 
geübt wird, ist daher : M —^r . Wir erhalten also eine 

Vermehrung der Selbstinduktion ; denn in der Gleichung (6) 

muß es jetzt statt L heißen : L-\-M. In den an die betreffende 

Spule grenzenden Armaturspulen fließt ein Strom von der 

Stärke J. Der Koeffizient der gegenseitigen Induktion zwischen 

der einen Armaturhälfte und der kurzgeschlossenen Spule sei 

M 1 \ der Selbstinduktionskoeffizient der betreffenden Hälfte 

L v Der Kurzschlußstrom i induziert sodann in der Armatur 

di 
eine EMK, die gleich M x -^- ist. Da wir aber in der 

Armatur eine konstante EMK voraussetzen, so muß diese 
EMK sich mit der durch die Selbstinduktion erzeugten auf- 
heben. In der Armatur besteht also die Gleichung: 

wenn ij die Stromstärke bezeichnet, die durch die gegen- 
seitige Induktion hervorgerufen wird. Es ist also dann: 

d*l = M x di 

dt L x dt 

Der Strom ij wirkt nun aber wiederum auf die kurzge- 
schlossene Spule zurück mit der Kraft: 

_<% _ M ± 2 di 
1 dt ~ A dt ' 

di 

welche wie wir sehen, der Kraft L —rr entgegenwirkt, so 

daß die Umgebung der Spule eine Schwächung der Selbst- 
induktion verursacht. Wir hatten nur die eine Hälfte der 
angrenzenden Armatur betrachtet. Ebenso wirkt natürlich 
die zweite, so daß die Gesamt -EMK der gegenseitigen 

M 2 di 
Induktion der Armatur ist: —2—=^ — tt] zusammen mit der 

L t dt 

gegenseitigen Induktion der Spule unter der andern Bürste, 

die natürlich äußerst gering ist, also: 
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In die Gleichung der Kurzschlußstromkurve tritt daher für 
L ein: 

welcher Ausdruck mit L s bezeichnet werden möge, wo L s 
der scheinbare Selbstinduktionskoeffizient genannt wird. (Nach 
Prof. Arnolds „Gleichstrommaschine", wo eine ähnliche, 
jedoch in einigen Punkten hiervon abweichende Darstellung 
von L s gegeben wird.) Wir haben hierbei angenommen, daß 
wir es mit einer zweipoligen Maschine zu tun haben, bei 
der in den beiden Armaturhälften derselbe Strom J fließt, 
die also vollkommen symmetrisch läuft. Dies trifft aber auch 
fast allgemein zu. Wir haben dann noch zu beachten, daß 
sich eigentlich der Koeffizient L s mit der Zeit ändert, da 
ja die Spulen sich den Polschuhen nähern. Wir werden 
aber sehen, daß wir es nahezu mit einem homogenen Feld 
zu tun haben, so daß L s als konstant betrachtet werden 
kann. Außerdem ist immer die Bürstenbreite b gleich der 
Breite einer Lamelle ß angenommen ; ist b > /?, so müssen 
noch die Wirkungen der übrigen unter derselben Bürste 
kurzgeschlossenen Spulen aufeinander betrachtet werden, und 
der Ausdruck für L s wird dann komplizierter. 



§ 10. Die kommutierende elektromotorische Kraft. 

Die kommutierende EMK\ E / = f(t) nehmen die Herren 

Arnold und Mie als eine lineare Funktion der Zeit an 

und setzen E' = E+Ht. Die EM K, die an jeder Stelle 

auf die Spule wirkt, ist bedingt durch die Intensität des 

umgebenden Feldes. Die in einem Leiter induzierte EMK ! 

ist bekanntlich gleich der in der Zeiteinheit erfolgenden 

Verminderung der Zahl der den Stromkreis durchsetzenden 

dN 

Kraftlinien : E r = =7- , wo N die Zahl der Kraftlinien 

dt 

bedeutet. Letztere hängt nun natürlich ganz von der Ge- 
staltung des Feldes ab, in dem der Leiter sich bewegt. 
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Haben wir eine zweipolige Maschine, so entsteht zwischen 
den Polen zunächst ein homogenes Feld, welches aber durch 
den Eintritt des Ankers verzerrt wird. Bei Ringankern 
bleibt jedoch in der Nähe der neutralen Zone, auf die es 
ja immer ankommt, das Feld homogen, und bei Trommel- 
ankern ist die Gestaltung des Feldes im Innern nicht maß- 
gebend für die Induktion, da eine Windung immer die Ge- 
samtheit der Kraftlinien umfaßt. Wir können also das Feld 
als ein homogenes ansehen. Natürlich liegt die neutrale 
Zone nicht in der Mitte zwischen den beiden Polen, wie es 
in der Ruhelage der Maschine sein würde. Neutrale Zone 
ist ja immer diejenige Linie, die senkrecht zur Richtung des 
wirkenden Magnetismus steht. Haben wir also eine zwei- 
polige Maschine, so liegt zunächst die neutrale Zone senk- 
recht zur Pollinie NS der Fig. I. Da nun aber auch der 
vom Strom durchflossene Anker wie ein Magnet wirkt, so 
haben wir zwei Komponenten, die sich zu einer Resultante 
zusammensetzen. Die Richtung des Ankermagnetismus hängt 
nun ganz von der Stellung der Bürsten ab ; denn da 
in den beiden Ankerhälften der Strom in verschiedener 
Richtung fließt, so werden die Stellen, an denen die Bürsten 
aufliegen, zu Polen: N x undÄ^ (Fig. I), je nach der Drehungs- 
richtung des Ankers. Der Winkel, um den die Bürsten ver- 
schoben sind, sei q>. Dann wirken also die beiden Kompo- 
nenten NS (Feldintensität = F) und iVi S l (Ankerintensität 
= Ä) zusammen und bilden die Resultate i2, wo nach 
Fig. IV: i? 2 = F* + Ä 2 - 2 FA sin q>. Sollen die Bürsten 
in der resultierenden neutralen Zone stehen, d. h. soll die 
Resultante senkrecht zur Bürstenstellung sein, so muß auch 
die Resultante senkrecht zu A sein, da ja die Richtung von 
A immer mit der Bürstenstellung, d. h. der Kontaktlinie der 
beiden Bürsten, zusammenfällt. Dann würde der Winkel 

A 
zwischen R und A ein rechter sein, und wir hätten : sin q> = -= , 

woraus immer leicht die Verschiebung des Feldes berechnet 
werden kann, vorausgesetzt, daß eben die Bürsten in der 
neutralen Zone stehen. Diese Sinus-Formel ist die in den 
elektrotechnischen Lehrbüchern angegebene zur Berechnung 
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des Bürstenverschiebungswinkels. (E. Kitt ler, Handbuch 
der Elektrotechnik, und S. P. Thompson, Die dynamo- 
elektrische Maschine.) Ihre Voraussetzung, nämlich die 
Stellung der Bürsten in der resultierenden neutralen Zone, 
trifft aber, wie wir gesehen haben, in der Praxis nicht zu; 
vielmehr müssen die Bürsten noch weiter vorwärts geschoben 
werden, damit die kommutierende EMK wirken kann. 
Durch diese Verschiebung ändern sich aber auch offenbar 
Richtung und Größe der Resultante und damit auch die Lage 
der neutralen Zone, die ja immer senkrecht zur Resultante 
liegt. Sehen wir die ursprüngliche neutrale Zone, d. h. die 
Linie senkrecht zur Pollinie N S als Anfangslage an, und 
nennen den Winkel, um den die Bürsten verschoben sind 
wieder gp, so gilt allgemein die Fig. IV. Die Resultante 
B gibt hier die Intensität des resultierenden Feldes nach 
Größe und Richtung an. Sehen wir das Feld als homogen 
an, so müssen wir die Zahl der Kraftlinien bestimmen, die 
zur Zeit t (vom Beginn des Kurzschlusses gerechnet) durch 
die Windungsfläche der kurzgeschlossenen Spule hindurch 
gehen. Diese Windungsfläche sei f\ der Winkel, um den 
die kurzgeschlossene Spule sich zur Zeit t von der ursprüng- 
lichen neutralen Zone entfernt hat, ist dann in Bogenmaß: 
<p + 2 n nt, da q> den Winkel beim Beginn des Kurzschlusses 
angeben soll; n ist hier die Umdrehungszahl des Ankers 
in der Zeiteinheit. Die Zahl der Kraftlinien, die zur Zeit t 
die Spule durchsetzen, ist dann gegeben durch die Komponente 
von R, die senkrecht zur Windungsfläche der Spule, d. h. in 
Fig. IV zur Linie X, steht. Anstatt die Komponente von 
R zu wählen, können wir auch die Summe der Komponenten 
von F und A nehmen, so daß wir haben : 

(29) N= f- Fcos (q> + 2 n nt) + f- A sin 2 n nt 

dN 
und damit, da E' = — -tt, wird : 

(30) E' = 2 n nf\F$m (<p + 2 nnt) — Acos2 n nt] . 

Wir haben hierbei vorausgesetzt, daß das resultierende 
Feld homogen sei, daß also auch F und A konstant sind, 
d. h. nicht von der Zeit abhängen. Genau genommen wird 
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jedoch durch die Verzerrung des Feldes durch die Anker- 
rückwirkung dasselbe etwas inhomogen. Nach der austreten- 
den Polkante zu werden die Kraftlinien allmählich dichter 
zusammengedrängt, wie sich durch Fixieren der Kraft- 
felder mit Eisenfeilspähne gezeigt hat. Man könnte daher 
genauer F und A als lineare Funktionen der Zeit ansehen. 
Der Ausdruck für E r wird jedoch dann bedeutend kompli- 
zierter, und für eine kleine Bürstenverschiebung, um die es 
sich ja immer nur handelt, reduziert er sich auf den soeben 
gefundenen (30). In verschiedenen Lehrbüchern und Unter- 
suchungen, z. B. auch in A. Isenbeck's Dissertation: 
Untersuchungen über die Induktion im Pacinotti-Gramme- 
schen Ring, Berlin 1 883, wird angenommen, daß die Funktion 
E r =f(t) eine periodische sei, die sich in eine Fourier'sche 
Reihe entwickeln lasse. Es zeigt sich hier also, daß nur 
die ersten Glieder einer solchen Reihe berücksichtigt zu 
werden brauchen. Wie schon in der Einleitung angedeutet 
wurde, handelt es sich darum, den Bürstenverschiebungs- 
winkel q> zu bestimmen, damit die Maschine für eine be- 
stimmte Belastung funkenfrei läuft. Es ist die Aufgabe 
gestellt, für eine bestimmte Stromstärke diejenige kommu- 
tierende EMK und damit diejenige Lage der Bürsten zu 
finden, für welche keine Funken auftreten; eventuell also die 
Konstruktion eines Apparates anzugeben, welcher in jedem 
Fall die selbsttätige Einstellung der Bürsten bewirkt, wie 
ein solcher schon erfunden ist, um die Bürsten in die, durch 
die Ankerrückwirkung verschobene, richtige Lage der neu- 
tralen Zone einzustellen. (Nach der erwähnten Sinusformel.) 
Bemerkt sei noch, daß alles nur für einen bestimmten äußeren 
Widerstand, d. h. für eine gegebene Belastung gilt; unsere 
Stromkurve i = F s (t) wird also nur für diesen Fall berechnet. 
Endlich sei noch erwähnt, daß die schwachen Verluste durch 
Wirbelströme im Anker, Hysteresis, Ausstrahlung und Streuung 
der Kraftlinien nicht berücksichtigt sind. Alle diese Verluste 
sind aber praktisch leicht durch die neuerdings von Siemens 
& Halske konstruierten Apparate zu bestimmen, mit denen 
auch die Induktionskoeffizienten sowie die Kapazität berechnet 
werden. Die, wie schon erwähnt, von den Herren Arnold 
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und Mie ebenfalls weggelassene Wirkung der Kapazität 
werde vorläufig noch nicht berücksichtigt, da dadurch die 
Differentialgleichung eine wesentlich andere Form erhält. 



§11. Die vollständige Differentialgleichung der 

Kurzschlußstromkurve. 

Nach den vorhergehenden Betrachtungen nimmt nun 
unsere Grunddifferentialgleichung (6) folgende Gestalt an: 

(31) *e V x ' 1— x/ ' vi— x xJ ' L 8 ' 

|>sin {<p + 2 n n Tx) — A cos 2 n n Tx] = 0, 
und aufgelöst liefert dieselbe: 

/onN VI — xJ J \\ — x/\ ^1—x x J 

( 32 ) T 

— -j-2n nf{Fsin (<p -f- 2 nnTx) — Acos2n nTx}) dx. 

Auch hier würden wieder zur Berechnung am ge- 
eignetsten die Reihenentwicklungen sein, die wir erhalten 
würden, wenn wir etwa für sin (q> -\- 2 n nTx) einfach 
q> -f- 2 n nTx und für cos 2 re w2k? einfach 1 nehmen. Für 
die praktischen Folgerungen können wir uns jedoch mit 
einer qualitativen Diskussion der Gleichung (31) begnügen, 
da wir die günstigsten Bedingungen wieder direkt aus ihr 
ableiten können. Wir haben auch hier die drei Forderungen : 

1) als unerläßliche: (tt) < 0. 

\dt/ t — T ^ 

2) als günstigste für den Schluß der Kurzschlußperiode: 



c 



^ =0 
dt/ t = T 



3) als günstigste für den Beginn des Kurzschlusses: 

(di\ _ 2J 
\dt) t==0 -~^- 
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Da sich in der Praxis zeigt, daß am leichtesten eine 
Funkenbildung beim Offnen des Kurzschlusses auftritt, so 
wollen wir im folgenden die für jedes % geltende Bedingung: 

( — . ) = als für einen funkenfreien Gang der Maschine 

erforderlich hinstellen und hierdurch die Bürstenverschiebung 

zu berechnen suchen. (-3i) = war gleichbedeutend 

V — JL 

mit J(E + 2 E i ) = E' ' für unsere Gleichung (31) heißt dies: 
J(E + 2 EJ = 2 n nf [i^sin (q> + 2 rc nT) — A cos 2 rc »TJ. 

Die Dauer der Kurzschlußperiode T ist aber = — r, wo & die 

Anzahl der Kollektorlamellen bezeichnet. Wir erhalten also : 

(33) J(B+ 2E t ) = 2jinÄFsin(<p+^-Acos^]. 

Für ein gegebenes J berechnet sich hieraus ein bestimmter 
Bürstenverschiebungswinkel q> ; oder auch für einen bestimmten 
Winkel q> gewinnen wir die Stromstärke «7, die am günstig- 
sten ohne Feuern der Maschine kommutiert werden kann. 
Nach dieser Formel (33) müßte also ein Apparat konstruiert 
werden, der selbsttätig das Verschieben der Bürsten je nach 
der Stärke des Stroms verrichten sollte (n als konstant 
angenommen). Soll außerdem noch die dritte Bedingung 

erfüllt sein, d.h/-^) = ^-, so müssen wir eine be- 

stimmt konstruierte oder mit bestimmter Geschwindigkeit 
laufende Maschine haben. Denn wir können aus den beiden 
Gleichungen dann außer q> noch eine Größe, z. B. n oder E l 
oder T aus den übrigen Daten bestimmen. Hierbei ist immer 
n als konstant angenommen; in Wirklichkeit ist natürlich 
auch n für jede Maschine zu variieren. Die darauf bezüg- 
liche Diskussion wird später folgen. Als Hauptbedingung 
gilt jedenfalls immer die Formel (33): 

J(E -\-2EJ = 2jinf [i^sin (w + ^)- A cos ^1 
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Denken wir uns nun in Fig. I die Feldmagnete N 
und S als Elektromagnete, wie es ja eigentlich immer der 
Fall ist, so können wir uns F (die Feldintensität) berechnen. 
Sei Q die Intensität des Stromes, der den Elektromagneten 
speist, und sei die Zahl der Windungen auf den Polen a u 
so ist die Intensität des Feldes proportional den sogenannten 
Ampfcrewindungen, d. h. 

wo \i x ein Proportionalitätsfaktor ist, der besonders von der 
Permeabilität des Ankerkreises, der Größe des Luftwider- 
standes zwischen den Feldmagneten und dem Anker, sowie 
vom Abstände der beiden Magnete und der Form ihrer Pol- 
schuhe abhängt. Die genaue Bestimmung von F wäre nach 
dem Ohm' sehen Gesetz für magnetische Kreise auszuführen 
und ist für einige Fälle von den Herren Rowland, Frölich 
und du Bois angegeben. Die Werte \i v sind, wenn die Be- | 

lastung nicht allzusehr schwankt, als konstant anzusehen, j 

da die Permeabilität dann konstant ist. Ebenso ist A zu be- j 

i 

rechnen. J war die Stromstärke pro Armaturhälfte. Ist # 2 
die Anzahl der Windungen auf dem Anker, so ist: 

wo für fo dasselbe gilt wie für fi x . \ 

Die Gleichung (33) geht daher über in: 

(34) J(R-\-2 It i )=^ 2 nnf\ s^/^sinfqH — j-j— ^^fH^^-jr I- 

Ist eine bestimmte Maschine gegeben, so sind die Größen 
72, R u f, z u $, k und £ 2 sowie fi x und ^ durch die Kon- 
struktion derselben gegeben. </, n und q> sind variabel, und 
obige Gleichung (34) gibt uns eine Beziehung, die zwischen 
denselben bestehen muß, damit die Maschine funkenfrei läuft. 
Haben wir eine Hauptstrommaschine, d. h. werden die 
Elektromagnete durch den Ankerstrom selbst gespeist, so ist 
% = 2 J; und (34) wird dann : 

(35) B-\-2E 1 = 2jinf\2^ 1 fi 1 sinnp-j — ^j—^/^cos-j- I, 
eine Gleichung, die eine Beziehung nur zwischen n und q> gibt. 
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§ 12. Die Hauptgleichungen der Theorie der 
Oleichstromdynamomaschine. 

Es sind nun die Größen «/, n und q> nicht unabhängig 
voneinander. Ist vielmehr eine bestimmte Geschwindigkeit 
bei einer Maschine vorgeschrieben, so wird auch eine bestimmte 
Stromstärke J im Anker induziert, und die Bürsten müssen 
dann an eine ganz bestimmte Stelle geschoben werden. Schon 
Clausius hat in seiner Theorie der dynamoelektrischen 
Maschine (Wiedemanns Annalen, Bd. 20), die trotz der 
vielen veralteten und falschen Anschauungen auch den neueren 
Untersuchungen meistens zugrunde liegt, eine allgemeine 
Beziehung zwischen J und n abgeleitet, indem er die Arbeit 
einer mit bestimmter Geschwindigkeit laufenden Maschine 
berechnete. Er nahm jedoch an, daß die Bürsten in der 
ursprünglichen neutralen Zone stehen, <p war also = 0. Den 
Bürsten Verschiebungswinkel q) berücksichtigte später G. Stern 
(Wiedemanns Annalen, Bd. 26) und führte denselben in die 
Clausius'schen Formeln ein. Auf S. 616 seiner Abhandlung 
gelangt er zu folgendem Ausdruck für die Stromarbeit: 
(i = 2 J gesetzt) : 

2E 1 J== Av cos q> -f- Bv . ^ n -f- 21 v 2 sin q> 
(36) . ■ i 

wo E Y die Gesamt -EMK der Maschine ist, II ein noch von 
<p abhängiger Ausdruck und A, B, 31, 93, (£, 2), q Konstanten 
bedeuten ; v ist die Ankerumdrehungszahl. Dieser Stern'schen 
Formel liegen jedoch viele veraltete Anschauungen zugrunde. 
Würde man nach derselben Methode die Arbeit berechnen, 
aber die neueren Anschauungen über die Kommutations- 
vorgänge benutzen, so wrürde man besonders für 95 und © 
andre Ausdrücke erhalten, da man die Trägheit des Eisens 
gegen das Ummagnetisieren (bei Stern mit e bezeichnet) 
allgemein als gleich Null annimmt. Ebenso ist q = 0, da 
die Selbstinduktion in der Armatur sich aufhebt. Stern 
meint nun, die Bürsten müssen immer so eingestellt werden, 
daß man das Maximum der Stromintensität J erhält. Er 

4 
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berechnet daher aus seiner Formel (36) dasjenige gp, welches 
das Maxiraum von J liefert. Es gelingt ihm also für ein 
bestimmtes n die entsprechenden Werte von q> und J zu 
berechnen, und damit eine vollständige theoretische Vorausbe- 
rechnung der Maschine zu ermöglichen.' (Die Gesamt- EMK\ E t 
ist hier immer = 2 J(Wi -f- W a ) zu setzen, wo W i der 
innere Widerstand des Ankers und W a der äußere, durch die 
Belastung gegebene Widerstand ist.) 

Eine derartige Vorausberechnung ist jedoch nicht 
zutreffend; denn die Annahme, daß q> immer so gewählt 
werden müsse, daß J ein Maximum wird, ist nicht richtig. 
J wird ein Maximum, wenn E± ein Maximum erreicht, und 
letzteres ist am größten, wie Stern im zweiten Teil seiner 
Arbeit zeigt, oder auch sonst leicht ersichtlich ist, wenn die 
Bürsten in der durch die Ankerrückwirkung erzeugten neutralen 
Zone liegen. Wir haben aber gesehen, daß in diesem Falle 
die Maschine feuert, also nicht am günstigsten läuft. Neben 
Stern's Gleichung (36) gehört daher nicht die Gleichung, die 
angibt, wann J ein Maximum wird, sondern unsre Gleichung 
(34), die die Bedingung für einen funkenfreien Gang gibt. 
Diese beiden Gleichungen (34) und (36) für J, cp und n 
würden eine vollkommene Theorie der Maschine liefern. 
Als wichtigste Konsequenzen aus diesen Gleichungen würden 
folgende zu nennen sein: 

Wird ein bestimmtes J verlangt, so sind <p und n für 
einen funkenfreien Gang zu berechnen. Zugleich aber sehen 
wir, daß J oder n einen bestimmten Wert nicht überschreiten 
dürfen, widrigenfalls unbedingt ein Feuern der Maschine 
eintritt. Denn aus den beiden Gleichungen ist der Maximal- 
wert von J bezw. n zu berechnen. Es ist also die maximale 
Tourenzahl und maximale Stromstärke für ein funkenfreies 
Arbeiten der Maschine zu bestimmen. Die Formel (35) zeigt 
uns, daß für eine Hauptstrommaschine <p nur von n abhängig 
ist. Formel (34) verbunden mit der allgemeinen Formel (36) 
zeigt uns, daß wir für Nebenstrom-, Compound- oder fremd- 
erregte Maschinen q> für beliebiges J konstant lassen können, 
wenn nur aus den beiden Gleichungen die zugehörigen Werte 
von n und $ bestimmt werden. Wir können es also durch 
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Variieren von $, je nach dem verlangten Wert von «/erreichen, 
daß die Maschine für konstante Bürstenstellung funkenfrei läuft. 
Es bietet sich hier für den Techniker ein weites Feld, durch 
Untersuchungen in der Praxis festzustellen, wie weit diese 
Theorie der Wirklichkeit entspricht, um dann von hier aus 
praktische Regeln für die Konstruktion der Maschinen geben 
zu können. Wir wollen hier nur noch einen Punkt erwähnen. 

An Stelle der umständlichen Stern'schen Formel (36) 
kann nämlich als eine der beiden nötigen Fundamental- 
gleichungen eine andre Beziehung zwischen </, <p und n 
abgeleitet werden, wenn wir statt einer Gleichung für die 
Arbeit der Maschine eine solche für die Gesamt- EMK 
bilden. Eine der folgenden ähnliche Rechnung ist in. Prof. 
Arnolds „Gleichstrommaschine" durchgeführt. 

Die in einer Spule während der Umdrehung erzeugte 
mittlere EMK ist : 



<?i = 



2W 

J ' E' dt 

T 

1 -T 



2n 

da die Summe der EMKe nach Schluß des Kurzschlusses 
bis zum Wiederbeginn desselben unter der nächsten Bürste: 



C E f dt ist, und die Zeit: -±--T. Da aber E' = — -^ 
/ ' 2n dt 

T 

war, so ist: 

i 



2 an 

n 



e l = — i K—Fr I d N' 



-2nTJ 

T 

Es ist nach (29) : N= fF cos (q> + 2 n nt) -f Af sin 2 n nt 
Also, da T = 7- : 



ei = 1 _ 2m iJfFcos(ip-{-n) -fF cos(j+-^)-Af sin -^J . 



4* 
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Da der Anker k Spulen hat (k = der Zahl der Kollektor- 
lamellen), so ist die Gesamt-EMK: 

(37) ^^-^[Fcosv+Fcos^+^+Asm*?]. 

Da E± = 2 <7YWi + W a ) war, so haben wir: 

2 W . + TTJ = **^ [i^cos , + i^cos (* + 15.) 

wo ffi^- für jede Maschine noch aus k und s 2 zu berechnen 
ist. Da F = *! • 3 ^ und A = 2 2 * J' th ist, können wir 
schreiben : 

(37 a) *Hw%-tw a J k ._ 2 

\fi 3 /'i • cos y -f «! 3 ^ cos (V + -jf) + *2 ^2 s in -j^-J • 

Für eine Hauptstrommaschine, wo 3 = 2«/, hebt sich auch 
hier </, so daß wir zwei Gleichungen für w und gp behalten, 
nämlich (37 a) und dazu (35). 

Als Hauptgleichungen gelten demnach immer: 

1) Die allgemein gültige Gleichung: (37a), 

2) die Gleichung, die für funkenfreien Gang erfüllt 
sein muß: (34). 

Im allgemeinen sind dies Gleichungen für die drei 
Größen J, n und <p; im Fall der Hauptstrommaschine jedoch 
nur für n und q>. 



§ 13. Die Wirkung einer eingeschalteten Kapazität 

Um die Sinus- und Kosinusfunktionen aus der Differen- 
tialgleichung (31) wegzuschaffen, kann man dieselbe zweimal 
differenzieren. Nach einmaliger Differentiation erhält man: 



(38) 



dx 2 + dx Y+x + \-x ) +t \(i -x) 2 xV 
[i^cos (<p + 2 n nTx) + A sin 2 n nTx\ = 0. 
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Nach der zweiten Differentiation ergibt sich: 

d^>d?i_( , t , % \ di ( 2t 2t\ 

daP + daPV + x + 1-x) + dx\(l-x) 2 x 2 ) 

[i^sin (<p + 2 TinTx) — A cos 2 rc rcT#] = 0. 

Eliminieren wir jetzt die Sinus- und Kosinusfunktionen 

mit Hülfe der Gleichung (31), so ist: 

dH dH/ , t x \ di / 2t 2t . 2 2rp2 \ 
dx 3 dx 2 \ x 1—x) dx\(l—x) 2 x 2 ) 

/om ./2t 2t . 2 fl/r9 , 4rc 2 ra 2 T 2 T 4^ 2 w 2 T 2 t\ 

(39) +^(-ö + t; rö+4rc 2 rc 2 TV+ + — 1 ) 

\xr (1— xf x 1—x / 

j ( 2 2 4 ** 2 ^ 2r2 4^ 2 ^ 2 r 2 \ 

Auch hieraus ließe sich i durch Reihenentwicklungen dar- 
stellen, und zwar einfacher als aus (31). 

Betrachten wir zunächst die Gleichung (38) und fragen, 

/ föi \ ( di\ 

ob es möglich ist, daß i-=— %) = l-y— ) = ist. 

SC — — X SC — X 

Dies würde nämlich eine günstige Bedingung für die Kommu- 
tation sein, da die /-Kurve sich zum Schluß eng an die 
Gerade i = —J anschließen würde ; und ein Funkengeben 
wäre beim Öffnen des Kurzschlusses ausgeschlossen. Die 
Bedingung hierfür wäre: 

(40) 2 Jx + ^=r- . 4rc 2 n 2 f[Fcos (<p + 2nnT) + Asm 2nnTJ = 0. 

Dies kann aber nicht eintreten, da alle vorkommenden Größen 
positiv sind. 

Suchen wir jetzt aus Gleichung (39) die Bedingung, 

wann (*L\ = (*L\ = (^L) = ist, so 

\dxP/ X:==1 \dx 2 / xz=1 \dx/ X:== i 

erhalten wir nach einigen Umformungen: 

4t + 4rc 2 n 2 T 2 (%' + 2%) = 0, 
was natürlich ebenfalls nicht eintreten kann. Die Bedeutung 
dieser Auseinandersetzungen wird sich zeigen, wenn wir in 
den Stromkreis der kurzgeschlossenen Spule eine Kapazität 
einschalten. 
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Wie schon bei der Kritik der Arbeit der Herren Arnold 
und Mie bemerkt wurde, besitzt jeder von einem veränder- 
lichen Strom durchflossene Leiter eine gewisse Kapazität, 
weil zwischen den einzelnen Punkten auf der Strombahn, die ja 
verschiedenes Potential besitzen, und zwischen diesen und den 
umgebenden Körpern ein elektrisches Feld besteht. (Vgl. die 
Lehrbücher von G. Ferraris, Wissenschaftliche Grundlagen 
der Elektrotechnik, und G. Wiedemann, Die Lehre von 
der Elektrizität.) Man muß eine solche Leitung auffassen 
als eine unendliche Zahl von nebeneinander geschalteten 
Kondensatoren von kleiner Kapazität. Diese Kapazität der 
Spule selbst, die wir die Eigenkapazität derselben nennen 
wollen, werde vorläufig noch nicht berücksichtigt. Da jedoch 
die Einschaltung einer gewissen Kapazität, wie wir sehen 
werden, von Nutzen sein kann, so hat man Maschinen 
konstruiert, bei denen ein Kondensator in den Kurzschluß 
geschaltet ist. 

Zu der Gleichung (31), die nach dem K i r c h h o f f sehen 
Satz aufgestellt ist, tritt dann noch das Glied hinzu, welches 
durch die Potentialdifferenz des Kondensators hervorgerufen 

wird. Diese ist aber : -^r , wenn K die Kapazität ist und Q 

die Ladungsmenge bedeutet. Nun ist Q, wenn der Strom i 
fließt, = J idt. Wir müssen also die Differentialgleichung 

(31) nach t differenzieren und dann das Glied -r== hinzufügen. 

A 

Die Gleichung lautet dann: 

dx^dxY ~t~ ' x^\-xr % \ x*^~(1-x)^L s k) 

[i^cos (<p + 2 n nTx) + J.sin 2 n nTx] = 0. 

i T 

(Das Glied : -^r wird nämlich hier in der mit -=— multipli- 

A L s 

t 



zierten und nach x = -^ differenzierten Gleichung (31) 

iT 2 \ 

gleich I. Man sieht, daß Gleichung (41) für K=oo 
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die ursprüngliche Form zurückerhält. Ein Kondensator mit 
unendlich großer Kapazität wirkt eben wie ein Leiter. 

Betrachten wir hier den Fall: 

(*L) /_*\ =0 

\ dx 2 ) x — \ \dac/ x= .i ' 

so tritt er ein, falls: 

2Jz-\--y- . 4rc 2 n 2 f[F cos (<p + 2nnTx) + Asm 2nnTx\ 

(42) 8 ^ ft . , 

f YT = ist. 

L, 8 K 

Früher, ohne Berücksichtigung der Kapazität, konnte 
diese Bedingung nicht erfüllt werden; jetzt sehen wir aber, 
daß ihr unter Umständen, falls nämlich K verschieden von 
unendlich ist, genügt werden kann. Wir sehen deshalb, daß K 
einen günstigen Einfluß ausüben kann. Die Gleichung (42) 
würde den Wert von K liefern, für den diese günstige 
Bedingung eintritt. 

Es ließe sich also die Kapazität des einzuschaltenden 
Kondensators bestimmen für Funkenfreiheit, ohne daß den 
Größen q>, J, n irgend eine Beschränkung auferlegt wird. 
Dies ist ein großer Vorteil gegenüber der kapazitätslosen 
Leitung, wo immer zur günstigen Bedingung die Erfüllung 
der beschränkenden Gleichung (33) erforderlich ist. Dies ist 
auch der Grund für den Vorteil, der praktisch in der Ein- 
schaltung eines Kondensators gefunden ist. Man hat eben 
eine Größe mehr, nämlich die Kapazität, zur freien Verfügung. 
Diese Anordnung ist, wie Herr Niethammer in seinem 
Werke sagt, von Thury verwirklicht, der experimentell 
festgestellt hat, daß durch Anbringen einer um eine Lamelle 
verschobenen Hilfsbürste, die mit der Hauptbürste durch 
Kondensatoren verbunden ist, oder durch Schaltung von 
Kondensatoren zwischen je zwei Lamellen, Funken vermieden 
werden können. Ist eine solche Vorrichtung vorhanden, so 
würde eine der Gleichung (41) ähnliche anzuwenden sein. 
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§ 14. Die Wirkung der Eigenkapazität der kurz- 
geschlossenen Spule. 

Haben wir nicht die soeben betrachtete, an einer Stelle 
befindliche Kapazität sondern die gleichmäßige des ganzen 
Leiters zu berücksichtigen, so haben wir eine wesentlich 
andere Gleichung zu benutzen. 

Wie schon gesagt wurde, müssen wir einen Leiter 
auffassen als eine unendliche Zahl von nebeneinander ge- 
schalteten Kondensatorplatten, die sich aber nicht in der 
Hauptleitung selbst befinden, sondern gewissermaßen in Neben- 
schaltung angebracht sind; jedes Leiterelement besitzt so 
eine gewisse Kapazität. Die kurzgeschlossene Spule, die der 
Einfachheit halber nur eine Windung enthalten möge, kann 
dann besonders bei Trommelankern, die heute ja meistens 
im Gebrauch sind, durch Fig. V dargestellt werden, die 
ganz ähnlich der Fig. II den Kurzschluß zur beliebigen 
Zeit t veranschaulichen soll. Wir haben hier eine gleich- 
mäßig verteilte Kapazität, und ein stationärer Strom fließt 
erst dann, wenn die der Kapazität entsprechende Menge 
zugeflossen ist. Daher variiert i nicht nur mit der Zeit 
sondern auch von Punkt zu Punkt, (d. h. i ist variabel mit t 
und x in Fig. V, wo x jetzt die Längenkoordinate der Spule 
bezeichnet); und auch das Potential j9, welches an einer 
Stelle des Leiters herrscht, ist von Punkt zu Punkt und mit 
der Zeit variabel. Die kommutierende E M K : E' = f (t) 
können wir uns in ihrer Wirkung gleichmäßig über die 
Spule verteilt denken. 

Wir erhalten so i als eine Funktion von t und x\ 
können daher jetzt nicht mehr von einer Kurzschlußstrom- 
kurve sprechen, müssen vielmehr die Differentialgleichung 
als Gleichung einer Kurzschlußstromfläche bezeichnen. 

Bei der Aufstellung der Gleichung der Kurzschluß- 
stromkurve nach dem Kirch ho ff 'sehen Gesetz wurde an- 
genommen, daß die Zeit unendlich klein sei, innerhalb deren 
die freien Elektrizitäten auf der Oberfläche des Leiters sich 
in der Art verteilen, wie es zur Herstellung eines konstanten 
Stroms erforderlich ist, so daß an den einzelnen Stellen des 
Leiters und in demselben Moment die Intensität des Stromes 
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überall gleich groß ist, und die Schwankungen derselben an 
jenen Stellen überall gleichzeitig stattfinden. Dies kann man 
jedoch nicht mehr annehmen, wenn die Oberfläche des Drahtes 
eine gewisse Kapazität besitzt und der Selbstinduktions- 
koeffizient groß ist. Entsteht in einer solchen Leitung ein 
Strom, so sammelt sich zuerst nahe dem Elektrizitätserreger 
auf der Oberfläche des Leiters seine Elektrizität an, die 
auch in das denselben umgebende Dielektrikum übergeht. 
Auf diese Weise können sich Störungen in der Strömung der 
Elektrizität bilden und an regelmäßig aufeinanderfolgenden 
Stellen der Leitung wiederholen. Dadurch wird die Fort- 
pflanzung zu einer oscillatorischen. Benutzen wir diese 
Anschauungen, so können wir zunächst nach den elektro- 
dynamischen Gesetzen die Gleichung der Stromfläche in der 
kurzgeschlossenen Spule folgendermaßen berechnen : Es ist stets 

wenn Q die Ladungsmenge an einer beliebigen Stelle x des 
Leiters ist. C sei die Kapazität der ganzen Spule, die wir 
als überall gleichförmig ansehen wollen, p ist das Potential 
in einem Punkt des Leiters. Dann ist, da allgemein : Menge 
= Kapazität X Spannung ist, in jedem Element des Leiters : 

dx~ l' P > 
und daher nach (43): 

(44) _*.»£.£ 

1 ' dx i ar 

wo l die Länge der Drahtleitung der betrachteten Spule ist. 
Die in dem Element dx tätige EMK setzt sich zusammen 
aus der Spannungsdifferenz, der EMK der Selbstinduktion 
und der gegenseitigen Induktion, sowie aus der kommutieren- 
den EMK\E' = f(t). Es ist also: 

R L 8 di E' dp 

(44) und (45) stellen zwei Gleichungen für i und p dar, wie 
sie ähnlich von Herrn H. F. Weber in dem offiziellen 
Bericht über die Frankfurter elektrotechnische Ausstellung 1893 
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aufgestellt worden sind, ebenso findet sich eine ähnliche 
Ableitung der Gleichungen in dem bekannten Lehrbuch: 
H. Weber, Die partiellen Differentialgleichungen der mathe- 
matischen Physik; (nach B. Riemann's Vorlesungen neu 
bearbeitet. 4. Aufl.). Zu diesen beiden Gleichungen kommen 
nun noch, wie aus Fig. V ersichtlich, die Anfangsbedingungen : 

1) t = 0, x beliebig : i = J\ 

2) t = T, x beliebig: i= - J\ 

falls verlangt wird, daß vor und nach dem Kurzschluß der 
Strom überall konstant sein soll, was wir hier annehmen wollen. 

R T 

3) x = 0, t beliebig: p = —j- (J — i)\ 

R T 

4) x = /, t beliebig: p = jr—j. (J+i)\ 

da bei x = und x = l die Bürste aufliegt. 

Differenziert man Gleichung (44) partiell nach x und 
Gleichung (45) partiell nach £, so wird p eliminiert, und 
man erhält: 

S2 i L 8 C <Pi R.C H C E" 

(46) — —1 I 1 • 

wo Bf' die Ableitung von E' =f (t) bedeutet. 

Differenziert man Gleichung (44) partiell nach t und 

Gleichung (45) partiell nach x, so erhält man, wenn noch 

S 2 i 
t — t: eliminiert wird: 

dx dt 

d*p _L s CB*p R U 

S^ = ~~P~'~dW~~T'dx' 

Si 
Für ^— wird der Wert aus (44) eingesetzt. Es ist dann : 

(47) *P WC &P HC dp 

dx 2 i 2 ' et 2+ i 2 dt 

Wir erhalten also für i und p zwei analoge Gleichungen, 

nur mit dem Unterschiede, daß die für p homogen ist, 

C E" 
während die für i noch das Glied — • — enthält, i und p 

t c 

müssen nun hieraus als Funktionen von x und t berechnet 

werden. 
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Die homogene Gleichung (47) führt in der Technik den 
Namen „Telegraphengleichung", da sie allgemein für die 
Fortpflanzung der Elektrizität in Leitern gilt. Nach den 
alten elektrodynamischen Anschauungen wird sie so abge- 
leitet, wie wir es soeben getan haben. Man gelangt aber 
auch nach der MaxwelTschen Theorie zu derselben, direkt 
aus den elektromagnetischen Grundgleichungen. 

Eine Lösung der Telegraphengleichung (47) ist zuerst 
von den Herren Poincar6 nach der Fouri er 'sehen 
Methode und Picard nach der Rie mann' sehen Methode 
gegeben. Diese beiden Methoden habe ich auch auf die 
beiden Gleichungen (46) und (47) anzuwenden versucht, doch 
bin ich nicht zu einer Gleichung der Kurzschlußstromfläche 
gelangt, da sich mit diesen Methoden die in der allgemeinen 
Lösung auftretenden willkürlichen Funktionen nicht bestimmen 
lassen. Es liegt dies an der eigentümlichen Art der Grenz- 
bedingungen, in denen i von p und umgekehrt p von i ab- 
hängig gemacht wird, so daß die Lösung der Gleichung von 
p diejenige der Gleichung für e, und ebenso die Gleichung 
für i die Lösung der Gleichung für p voraussetzt. 

Für die Praxis genügt es nun aber immer, wie wir 
gezeigt haben, wenn man den Verlauf des Kurzschlußstroms 
am Ende der Periode kennt, resp. die Bedingungen für 
einen günstigen Verlauf aufstellen kann. Und letztere sind 
immer aus der Differentialgleichung selbst zu ersehen. So 
können wir zeigen, daß die Eigenkapazität der Spule auf 
die Gestalt der Kurzschlußstromkurve bezw. -fläche gegen 
Ende des Kurzschlusses, auf welchen Zeitpunkt es ja be- 
sonders ankommt, keinen Einfluß ausübt. Nehmen wir 
nämlich an, daß am Schluß der Periode überall der Strom 
— J fließt, wie wir dies bei Aufstellung der Anfangsbe- 
dingungen getan haben, so daß wir also von allen Schwankungen 
der äußeren Stromleitung absehen, so wird zum Schluß: 

S t) 
Denn die Spannungsdifferenz -^- wird dann nur hervorge- 
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rufen durch die Potentialdifferenz unter der Bürste, und 
diese verteilt sich gleichmäßig auf die ganze Spule. 

Damit erhalten wir aber aus der Gleichung (45) unsere 
ursprüngliche gewöhnliche Differentialgleichung (6) zurück, 
und die günstigen Bedingungen bleiben dieselben. Die 
Gleichung (44), bei der allein die Kapazität auftritt, braucht 
hierfür garnicht berücksichtigt zu werden. Überdies ist die 
Kapazität, wie namentlich auch in dem erwähnten Bericht 
von Herrn H. F. Weber gezeigt wird, meistens äußerst 
gering und übt wohl nur bei Leitern von großer Länge 
einen wesentlichen Einfluß aus. 
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Thesen. 



1. Folgender Satz in George Howard Darwin's Werk 
„Ebbe und Flut" verkennt das Wesen der mathematischen 
Beweisführung bei naturwissenschaftlichen Problemen, 
und die in ihm enthaltene Aufforderung sollte in ihrer 
Allgemeinheit zurückgewiesen werden: „Eine mathe- 
matische Beweisführung ist, bei Licht betrachtet, nur 
organisierter gewöhnlicher Menschenverstand, und es ist 
gut, wenn die Männer der Wissenschaft ihr Werk nicht 
immer durch den Schleier der Fachsprache verhüllt nur 
wenigen zeigen, sondern von Zeit zu Zeit einem größeren 
Publikum den Gedankengang enthüllen, der hinter ihren 
mathematischen Formeln verborgen liegt". 

2. Die Beweise Haeckels in seinen „Welträtseln" gegen 
die Richtigkeit des zweiten Hauptsatzes der mechanischen 
Wärmetheorie, daß die Entropie des Weltalls einem 
Maximum zustrebe, sind nichtig. Aus ihnen läßt sich 
höchstens folgern, daß die Masse bezw. Energie des 
Universums unendlich groß ist. 

3. Weder die bis heute bekannten Erscheinungen der Optik 
und Elektrizität noch die theoretischen Untersuchungen 
der Undulationstheorie oder der elektromagnetischen Licht- 
theorie vermögen uns sichere Angaben über die eigentliche 
Beschaffenheit des Äthers zu machen. 
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